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{1, 2, 3} ∪ {1, 4} = {1, 2, 3, 4}
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A ∩B = {x | x ∈ A
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x ∈ B},
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{1, 2, 3} ∩ {1, 4} = {1}
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x /∈ B},
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{1, 2, 3} − {1, 4} = {2, 3}
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A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
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A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A
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A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

��� ��
��
 ������������� � ����� ���� � �	�
	 ���
�	 � ���� ����	
U

���� ������ � � ��	����	
�������

U−A
� ����	

A
���� $�� � ����� %

U
)	 ����	 ( � � � ��
���	

Ā
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A = {A1, A2, A3, . . . }
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Ai =

∞⋃
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Ai = {x | x ∈ Ai
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i = 1, 2, . . . }
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i≥1

Ai =

∞⋂

i=1

Ai = {x | x ∈ Ai
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i = 1, 2, . . . }.
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A = {Ai | i ∈ I}
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⋃

i∈I

Ai = {x | x ∈ Ai

� �����
	
i ∈ I}

� �
⋂

i∈I

Ai = {x | x ∈ Ai
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i ∈ I}.
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a ∈ A
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b ∈ B
� ��� �������� ����� %	�� � ����� ��
�(

� ��
���	
(a, b)

� *	 ���� ������ � ��� � �����
	� �	 �
	�
{a, b} = {b, a}

� ����� � ��
a 6= b
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(a, b) 6= (b, a)
�� ,�
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A

� �
B

��������� ���� �� $���� %	�� � "����
�	 �������( � � � ��
���	 )

A×B = {(a, b) | a ∈ A
� �

b ∈ B}.

&�
	 ���	 �	 �
� ��
��
 )

{1, 2, 3} × {1, 4} = {(1, 1), (1, 4), (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4)}.
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(a, b)
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b ∈ B

� �� � � ��
	 �����
�	 ����	
A×B

���� ����� )

R ⊆ A×B.

��� �����
�	
R

$�� �
� ����� %	�� � ��� �
	 (
A

� � � ��$�� ����� %	�� � ����� �
	 � ��	�(
B

����
��� �� � �� �

R ⊆ A×A
� ��	����	 ���

R
�	 �����
� � �������

A
�

��6,3 6++',/,1' < 3-11* /;6'01- '1'' ',/,1' 9'.**0 ) 6() /,1/112 ;*(' 3 66('1/++6 ) 9-5590*
(a, b) = {a, {a, b}} 7



� � �� � �� ������������� ��� ��������� � ��

R �

a b

dc

R ◦R �

a

c

b

d

,��� 3�3) � ����
�
�	
R

� �
R ◦R

����� � �

{2}

∅

{1, 2}

{1}

,��� 3�5 ) *��� ����������
�	
S

����� �

���
(a, b) ∈ R

� 	 

	 � ��
���	 ��+�
aRb

� � ��	����	 ��� ��� 
�
a

�	 ��$�������� �����������
R

���
� �	
b
� -� � � � ��� ��
	��� �������	 ����
	�
	 �
���
	 � ��	 �����
�	 	
� 	� �	 � ��
	

�
��
�� ���
 � �
� ��
��

≤

�
≺

�
≡

��

∼

� %*	��	 ���	������� �
�� �
���� �
� ��
��
  
a ≺ b

#
��
	  

(a, b) ∈≺
# �(

*����	
R ⊆ A×B

� *��� ����	
A′ ⊆ A

���� %	�� � 
� ��( �����
����
R

�	

R[A′] = {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′ � � �
(a′, b) ∈ R}

� � ���� ����	
B′ ⊆ B

�$������ %	�� � 
	��� 
� ��( �	

R−1[B′] = {a ∈ A | ∃b′ ∈ B′ � � �
(a, b′) ∈ R}.

� ����
�	
R ⊆ A×B

��� ������$����� %	�� � 
	��� ����
�	 ( �	 �����
�
R−1 ⊆ B ×A

�

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}.

� ����
�
�	
R ⊆ A×B

� �
S ⊆ B × C

��
������� ��$����� %	�� � ������
� ����
�	 (
R ◦ S ⊆

A×C
� ���
�����	 )

R ◦ S = {(a, c) | ∃b ∈ B
� � �

(a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}.

� ����
���
R ⊆ A × B

�	 ��
	 � ����
	�
	 � �� � �����
A

� �
B

���� �����
�
� � ����
	�
	���
��� ���������� ���  ���� � ������ � � � � ����  � � � �	�� ��$� �� � ���� � ������ 	

A
� �

B���
�� � � ��������
a ∈ A

�	 ����� % 	���
# ( ������	
b ∈ B

� � �� � � ��
	 � ��
(a, b) ∈ R

�
* ����	 �
� ��
��
 � �������

A = {a, b, c, d}
� ���
���� �����
�

R ⊆ A×A
�

R = {(a, b), (a, c), (b, d), (c, d), (d, d)}.



��� � �� ������� ������������ 7

,������ 3�3 �	 �
���� �����
���
R

� � ���
������ �����
���
R ◦R

��������� ����� � � ,�����
�� 3�5 ��������	 �	 �
���� � ��	��
� �������

X = P({1, 2})
� ���
����� ���� ����������
���

S = {(A,B) ∈ X ×X | A ⊆ B}

�������� ����� �
� ����
�

f ⊆ A×B
�	 � � ���� � � �� ���
	

a ∈ A
�	 �����
����

f
���� ���	 ���	

b ∈ B��	��� � $ ��
���
b

��	����	 ����+
	 ���
�	
a

������� � � � ��
���	
f(a) = b

� ��� �������	
�������� � ��� �����
�

f
�	 !�	��
� � �
�� �������	 � ��
	���

f : A → B
� .�	��
�
�� ����

��
��
 � 
�� ���� ��
���
 �	 ������ �����
�
��� � ����� �
����
���
�
��� ��
��� !�	��
�
�	
���
���� 
		 � ��
���	 ��
�
	 ��
	 ��
	 ��
��	 �����
�
�	 ) � ��

f : A → B
� �

g : B → C���� !�	��
�
�� � 	 

	 	

�	 ���
����� !�	��
� � ���
�����	 ��������
(g ◦ f)(a) = g(f(a))

�
.�	��
�

f : A → B
�	 ���� �� ��� %	�� � �	�� � �� ( � � �� � ���
		

b ∈ B
�	 � �	�
	

a ∈ A���� � �� � � ��
f [A] = B

� � � � � ����� %	�� � �	�����	 � �� ( � � �� ��
��

a ∈ A

���������� �

��� 
�
�� � �� � � ��

a 6= a′ ⇒ f(a) 6= f(a′)
��
�
���

a, a′ ∈ A
� .�	��
�

f
�	 ��� �� ��� � � �� � �	 ���


	� ��
� ��� ���� ��
� � �� � � �� � ���
		
b ∈ B

�	 ���	 � � ��
	 ���	
a ∈ A

���� �

��� �#� ��$ �")���&" �$$� �(�
-��
���	��
�����
�� ���� � ��� ����
���
 ���� ���
		 �����
�� �
�� � �
��� 
���� � ��� ��
��
���� ���	��	 ��� � ��$������ � �	�
	 �

		������	 �� 
	�
����	

X
����	 � *� 
	�
����	

X
� ������� ��
���	��
�����
� ��
���� �����������
	 ��
�
�	 � ����	 ������$� ���$������ �

� ���� ��������� �� 
	�
����	
X

�
 ����� � � %, ��	��	 � 
�
�����
		 ��
�
�	 � ����	 ��
���
Π

� ����� �
��	 �- ������
	 ��� �	�����
������ 
	�
����	 � 	
� 
���
	 �	 ��� ��
�� ���� ���
� �	�����
�
� � �� � � ��
	 � �� 	 �
� �
������ ��� ��	 ��
����	

Π
�������	 �(

*��
������� � ��� ��
		  ��� �	�����
���������
�	# 
�� ��
���	 �
������ ������

	
���� 	 �� 
	�
����	 �
� ���
� �� � � �� � ����
�

R ⊆ A×A
�	 )

%
( ��	 ������� � � � ��
aRa

��
�
���
a ∈ A

"
%

( ���� ���� � � � ��

aRb⇒ bRa
��
�
���

a, b ∈ A
"

%


( ��� ������� � � � ��
aRb, bRc⇒ aRc

��
�
���
a, b, c ∈ A

�
� ���
� �� � � �� � ����
�

R ⊆ A×A
� � ��� �������� ���
�� ���� %
(
 %


( � �	 ������$� ������$����� � $ ��
�	

a ∈ A ������$� ���$����� %�����
�	
R

����	 ( �	

R[a] = {x ∈ A | aRx}.

-��
���	��
�����
�
�� � ��
���	 ��
	
R

)	 �
� ��	 ��� 
�
�	 ��� �	�����
������ ��������
���
���- ��
���

∼
�
≡

�
'

�� � �
 ��� ������ � ���
�����	 � ���� �������

A = {
��
��
 3466�������� ��	��	� 
�� 
��

}
�����

�
�
∼

������ ���� �����
 � ���
a ∼ b

�	 ��
� ���� � � �� � � ��
	 � �� �	�
�+
���
a

� �
b

�	 ��� �
��	��� �����
 � � ���+
	

∼
�	 ������
 ��
���	��
 %�������� ���� �( � � �	�� ��
���	��
������

��������� ���	��	 ��� �	� ���		� ��	��	
��� �	�
�+
��� � 1����
� �	 366 ��������� �
�����	 ��� � ��� ����
 �	 ��	��	�� �
	��
	 ���
 
�� 
		 � � � �- ������
��
 	 ���������
3466�����	 ����
� 3466 �

. . .
�3444 �



� � �� � �� ������������� ��� ��������� � ��

��� �	 � �� � $� �� R ⊆ A×A ��� ���$� �����$����� � ��$ $
� � �����$ $�
a, b ∈ A

���� ���� �

R[a] = R[b]
� ���

aRb.

��
�� ��� � *�����
a

� �
b

�
�
�����
�
� � ���� ����	
A

���
�
�� � *�����	 	�
	 � ���
R[a] =

R[b]
� � ����
�	

R
����

�
����	 	�� ���� �	 �
	� ��
� ���� ���

bRb
� � ��	 � ���
��� �	 3�5

�����	 �	
b ∈ R[b] = R[a]

� � � �

� ��+� ���
aRb

�	 ��
� ���� �
� �
��	 ��
�	 ���		�	 ���
���� 
���
 ������	 � ��� ���

aRb
�	 ��
� ���� � � ����
�	

R
���� ��
����	 	�� ���� �	 ����+
	 ��
� ���� ��+�

bRa
� *��
����	 � ��� ��
� ���� �	 �
����

������
R[a] ⊆ R[b]

� ��
���� ���� ����������
a

)	 � �
b
)	 ����
� 	�����	 � ��� ����+
	 �	 ��+�

R[b] ⊆ R[a]
� � � �
�	 
����
����

R[a] = R[b]
�

* ����	 �

�
x ∈ R[a]

� ��
	 ��
���	��
�����	
R[a]

��� 
� � � ���
��� �	 3�5 �����	 �	
����+
	

aRx
� � � �����

bRa
� 	 

	

R
)	 ���	�
�

� 
����	 	�� ���� ��+�

bRx
� �� �

x ∈ R[b]
� ,����

� � ������� �	 ��
� ���� � 
�
�����
����
x ∈ R[a]

� �	 	�
	 ���	
R[a] ⊆ R[b]

�
2

�	��� � �� � $��� R ⊆ A×A ������$� �����$����� � ��$ $
� R
� ������$� ���$����� � ��
�����

���
A
� ��
����	 ���$ $�� �� �� ����� �� ���� �������� � �� ��

���
R[a] 6= ∅

�����$ $�
a ∈ A�

����
A =

⋃
a∈A R[a]�

����� � ��
R[a] 6= R[b]�  �� R[a] ∩R[b] = ∅� ���� �$ $� a, b ∈ A

�

��
�� ��� �
%
( 2��� � �����

a ∈ R[a]
�

%

( 2��� � �����

A =
⋃

a∈A

{a} ⊆
⋃

a∈A

R[a] ⊆ A.

%


( *�����
a, b ∈ A

����
�� � ���
R[a] ∩ R[b] 6= ∅

� *��
����	 � ��� ����+
	 �	
R[a] = R[b]

�
* ����	 	
� 
���
	

c
� ��
	 �
������	

R[a] ∩ R[b]
���
� � � ���
��� �	 3�5 �����	 �	

����+
	 ��
� ����
aRc

� �
bRc

� 1�� �	 3�3 	�� ���� ����� ����� � ���
R[a] = R[c] = R[b]

�
2

,��	��	 � ���
		 � ���� ����	
A

��
��� �
��
�

	 ������ 

	 �����

	
Ai

�
i ∈ I

� � ����� ����
�����	 ��
���	��
�����
�	 )

a ∼ b ⇔ a
� �

b
�������� ��� ��	 �������	

Ai.

��� � 	&� "��
�&" �$$� �(�
,��	 ���� ��� �	�����
����	 
�� � ��
���	 � �	
	�
�� � ��� ��

����� �

	����� ��
�
�	
 � ��� ������# �
������ ���������
 )

� ���
���� � �% � ����
�
R ⊆ A×A

�	 � ������ ���� � � � �� ��
� 
���
a, b ∈ A

�	 ��
� ����
���

aRb, bRa⇒ a = b
�



��� � � ��� ��������������� �

� ���
� �� � � �* � ����
�
R ⊆ A×A

� � ��� �	 ����

�
		 � �	�
���� ��
		 � � ���	�
�

�
�
		 � �	 � ����	

A
�������� � � � ��� ����� %	�� � %����
��( ����( � ���� ���������
�
�� � ��
���	

��
	
R

)	 �
� ��	 ���- ��
���
≤

�
�

�� � � ��� � ���� �������
A

�	 � ���
���� � ��� ����
�

� ���
	����	 ���

A
�	 � ��� ������� � ����� � ��� ���
��� � ��� ���� 
 �� �������� ���� � �������	

� ���	
A

)	 �
� ��	 �
����� � ��
	���
(A,�)

�

��� � ��� ����	 � ����	
(A,�)

���
�
���
a, b ∈ A

�	 ��
� ����
a � b

��

b � a

� ��	����	
���

a
� �

b
���� ������$����� %	�� � �������- �( � ��� ���	 ��
��
 � ���� ����	

A
���
�� ����

%���
���
	 ( ����
����
� � � ��� ����
�

�	 ���
�$ $� � %����	�
		 � �
	���
		 ( %	�� � ������ �
����� � �
	�� ����( � ��
 ������
 ����� ��� ����� %����	�
�� ��� ���� � �
	���
� ��� ����( �
���� ����	 � ����	

(A,�)
��� 
�

a ∈ A
�	 )

%
( � ����� ��$� � � � ��
a � x⇒ a = x

��
�
���
x ∈ A

"
%

( � � �� ��$� � � � ��

x � a⇒ a = x
��
�
���

x ∈ A
"

%


( ����� �$��� � � ��
x � a

��
�
���
x ∈ A

"
%
� ( � �� � �$��� � � ��

a � x
��
�
���

x ∈ A
�

���� ����� � �����
(A,�)

�	 ���� � ��� ������� %	�� � !�������� ( � � ���� � ��� ����� � � �� � ���
		
������ �

B ⊆ A
�
������ � ��� �����	

�
����	 �
	
�� �	 ���
�	 �

��� � 	 � �% ����� � ���� � ��� ����� � ���
�$ $� � �
��
����� � �����������	 ���� �

{a, b}
�

2

 ��� ������ � �
%
( 1��		���
��	 ����� 	 � �����

N
���������	� ����	�� �
���� ����� 	 �������� ��� �����

���� � �� � ���������

(N,≤)

�	 ���
	� ��� ���� �
%

( 2	 �
� ��	 ��
��
	 ����	�
������ 	 �������� ��� ���� � �� � ���������


(Z,≤)
�	 ����� ����

���
		 � ����� 
 ���
	� ��� ���� �
%


( *����	

X
�
�
�����
		 � ����� � ����+
	 ���������


(P(X),⊆)
�	 � ��� ���� � ����� 


������
		 � ��
|X| ≥ 2

� %��� � ���� 3�5 �(

� ( *�����

m,n ∈ N
� � ��
���	 )

m | n⇔ m
�	

n
)	 ��
� �

.

2��������

(N, |)

�	 � ��� ���� � ����� 
 ������
		 �
*����	

(A,�)
� ��� ����� � ����� � � ���
�����	 ���		� ��
		�� )

a ≺ b ⇔ a � b, a 6= b

a � b ⇔ b � a

a � b ⇔ a � b, a 6= b.

$��
�
a ∈ A

�	 ���
�	
b ∈ A

��$��
 �
�$��� � � �
b

�	
a

)	 ��$��
 ������� � � � �� )



� � �� � �� ������������� ��� ��������� � ��

({1, 2, . . . , 5},≤) (P({1, 2, 3}),⊆)({1, 2, . . . , 10}, |)

5

4

3

2

1

{1} {3}

{1, 2} {2, 3}

∅

{1, 2, 3}

{1, 3}

{2}2

4

8

9 10

5

6

7

1

3

,��� 3�� ) ,��� 	 � ��� �����	 ���������
�� �

%
(
a ≺ b

� �
%

( � 
����	 ���
����

c ∈ A

 ��

a ≺ c ≺ b
�

����
		 �����
		 � ��� ����� � �����
(A,�)

��
���	 �
���� 	� � � ����������� � � � �	��
������ ���������

A
)	 ���
�
�� � � � ��������

a ∈ A
�	 �

���  ��+���
	#

a
)	 ��
��

	 ���
��+� 

	

������ 

	 � ,������ 3�� �	 ����� � �
���
	 �
� ���� � �
���� ���������
�	 ���������
� ��
���	 	���� ��+� �����
�	 ������
����	  ���	�
�

� 
�

�	� �����
�	�# � � 
��� ����� ��� �	 �����	 �����
 � ����� � �
� 	 ����� � � �
�	 ��� �����
��� ��
���	 ������� ����� ��� �
����� 	 �����	 � � ������������	 �����
�	 ����

� 
����	
� � ���	�
�

�
����	 	�� ���� �

��� �)��#� �(' "& �$$�"
�	��� � �* � $��� (A,�)

���� � ��� ������� � ����� � �
P (a)

� ��� A
� �$� ����� ������� ��������� ���
�� �������� �����$ $�

a ∈ A
� 
�������� � ������ �

[P (x)
���� �����$ $�

x ≺ a]⇒ P (a)
����

,
%
∗
(

 �� ����� P (a)
� ���� �����$ $�

a ∈ A
�

��
�� ��� � *�����	 � ��� �� 
	�
���� %
∗
( �	 ��
� ���� � ����� �
��
 � �����

B = {a ∈ A | P (a)
�	 �����


}

�	 ������ � � ,����
A

�	 ���
	 � ��� ������ � �������
B

�	 � ��� �����	
�

����	 �
	
	 ��� 
�
b ∈ B

� ����� ����+
	 �	 ��
� ���� )

[P (x)
���
 ��
� 
���

x ≺ b],

� ��	 ������	 %
∗
( �����	 �
��
�
 ���� ��+�

P (b)
���
 � 2������� �
��
�

����� ����� � ��� �	

������
B = ∅

� � � �

�
P (a)

���
 ��
� 
���
a ∈ A

�
2

����	�� � �+ ����!!����
�! ���� �! �	'�	 !)��
� � � $��� P (k)
� ��� $��  �$ $�� �� $���� � �� � ������ � ��� � ���� ���� �
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���
P (0)

� �
���� �����$ $�

k ≥ 0
�
[P (0)&P (1)& . . . &P (k)]⇒ P (k + 1)�

 �� P (n)
� ���� �����$ $�

n ∈ N
�

2

����	�� � �� ����!!����
�! ���� �! '���� !)��
� � � $��� P (k)
� ��� $��  �$ $���� $���� � �� � ������ � ��� � ���� ���� �

���
P (0)

� �
���� �����$ $�

k ≥ 0
�
P (k)⇒ P (k + 1)�

 �� P (n)
� ���� �����$ $�

n ∈ N
�

2

-�
� ���
	� 
	����
�� �
����	 3�� ������� 
���� ���
�����	 �
����
 ������� )
� �
� � ,�
�
���

n ∈ N
�	 ��
� ���� �����

P (n) : (1 + 2 + · · ·+ n)2 = 13 + 23 + · · ·+ n3.
��
����� �

%
( � ���������� � P (0) : 02 = 0
�

%

( � 
���������$� *�����	 � ��� �		�����
k ≥ 0

�����

P (k) : (1 + 2 + · · · + k)2 = 13 + 23 + · · ·+ k3

�	 ��
� ���� � ����+
	 �	 ��+� )

(1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1))2 = (1 + · · ·+ k)2 + 2 · (1 + · · · + k) · (k + 1) + (k + 1)2

= (13 + · · · + k3) + 2 ·
1

2
k(k + 1) · (k + 1) + (k + 1)2

= (13 + · · · + k3) + k(k + 1)2 + (k + 1)2

= (13 + · · · + k3) + (k + 1) · (k + 1)2

= 13 + · · ·+ k3 + (k + 1)3.

*	 �

� ������ � ��� �����	
P (k)

��������� ����� �����	
P (k + 1)

������ � �� � ���
P (k)⇒ P (k+1)

� ��
�
���
k ≥ 0

� 1��		���
��	 ����� 	 
	����
�� �
����	 3�� 	�� ���� ��
���	
	�� ������� � ��� �����

P (n)
�	 ��
� ���� ��
� 
���

n ∈ N
�

2

��� ���(� $$� �� � $$##(��(� � � "&## �� ()(� � $ # �" �"�
$���� ����
���
� �������� �
����
	 �
�	���
	���
����	 � ���� ���� � � � �� 	��� 
� � ��

�
��� 	���
������� 
	 
�� �
���	� �
�����
	 �	*��������	 %��+�	������������	 ( ��
��
�� ���
�� � '����
��		 �	 ������� 3�� �
���	 �����
		 ) �������	 ���		
���� � ��	
�� 

�
��	 �	*��������	 �������� 
�	 � ��
 ���	��	 �������	 ��� ����� � 
���
�
� �������
�
�
��	��
�
��� � ��	
�� 
��� ��
���	 �������� � , �
���
 ����������	� ����� ���
	 ���
� �	
� ���� ����� � ���������� � � ��� ����
�
	 � 	��� 
	 ���		
���� ����� ����
 ��
���	 ������
��� �
 ����
	 � ��
����� ����+�

�
	� � � ���	
�	� ��
��	� ��
 ��
��
	 ����
��
�
�� 
	 �
���
��	��� �� �	� �

����� � �	
����� ���
�����	 �����
	 ����� ����
� 
	 � � �
�	 )
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 �

%
( ��+��� ���� �����
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� � �
������ � � ���
� �	�� � "
%

( ����� ���� ���
	����
�
� - 
	���
����� � 3	6 % ��+� *,#	#��+� 
 �����#( �

� ����
�	 - 
	���
����
�	 ����� ���
	 ��
���	 ��+� ����
�� �����
���	 � �	�
	 ��+��
�

	 �

��
����	 ����
�� � �$� � ) � �������� ��+��� � � �
��� � �	��� ����	 3 � � ��$��� ���� �� -�

����� ���
� �
�	�
	 �����
���� �
 �	��� 
� � � � � �	�
	 		������		��	 ����+��	��� �	 ����
��
������� ���
	 �+���� 
		 �	 ��	�� ����
� 
���
 ������ � ��� ��
���� ���
 ����� ����
�
���
�	 ����
��� �� �
��� �	 � ���
���� � � 
	�� �����
�
��� ����+��	��� 
��� ��
������	 � 
�����
������� ����� � �
�� 
��� ����� ����
����
��� �

, �
��� 
	 ����� ����
���
���� �����������	 ��+� ����� ����� � � � �
�	 ��+�� �	�� ����
�����+� 
� %�����
�
� � ���� � ����
���	 �
� ��
��
 � ��������
� 
�
�  ����

� 
�
�# ����� 
�
�� ���	 �����+� ��� ���� 
� � �
���

�		��� �� 
���� � ��
 ������
	��� ���� ��� ���� 
� �������
�������( ��� ����� ����� � � � ���� ������� ����
������
� ��
	 - 
	���
����
�
� !�	��
�
�� �
����� �����������
	 � ���� ���
	 ��	���� ��������� ��
�	�
	 � ��� �	 ��+� 	�
�	 �
��
�����
	 � ���
	 ���
������ �

������������ ��� � �  ����!�"� �

#������� %	�� � �����- � � ����-����� ( �	 � 
�� ����	�� �����
		 � ������ � � ����� �$� ���� ����� �� � � � ��� ��$���� � � ���
�� ��������� � ���� �
� ��
��
 �� ������������ {0, 1} � � $��� �$�� � ��������
{
$ �$ �

. . .
�%
}

� ������ � � %	�� � ���
	� ( �	 �����
		 � ��� ����� � �	� � �	�
	 ��������	 � ���� � � -�
�
� ��
��
  6 366 3# � �  6666# ���� - 
	���
��������	 � ���
� �	�� � � �  �,�'# � �  &, %%, # ����
���
	���
�	 ��������	 � ���
� �	�� � � ����� �
��
������� �	 ���� � � ������ � � %	�� � ���
�� ���
	� ( � � ���� 
 �� �����	 � ���
� � � ���
�������	 ����	��� 
���
 ���� �	 � ���
� �	�	
��
��� ��
	 ���
����	 �
��
�� ��
���

ε
�

� ���
� �	�	
x � ������� � �� � �

�	 �
������
	 � ���
	 � ����� � � ��
���	

|x|
)��� � - �
� ��

�
��

|01001| = |XYZZY| = 5

�
|0000| = |TKTP| = 4

� �
|ε| = 0

�
� ���
� �	�� 	 ���
		 � ����� ����
� �	 ���� ����� �
 � �	�� 	 � �����
	 �
�� �
���� 
		 �

, ��	���
�	 �� ����
�� ���
	� �������	 � ����� �����	 �
���� 
���
 ���- ��
� ̂� - �
� ���
�� � )

%
( ,$1$̂,	,, * ' ,$1$,	,, * "
%

( � ��

x = 00
� �

y = 11
� 	 

	

xy = 0011
� �

yx = 1100
"

%


( ��
�
���
x

�	
xε = εx = x

"
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%
� ( ��
� 
���
x

�
y

�
z

�	
(xy)z = x(yz)

"
%� ( ��
� 
���

x
�
y

�	
|xy| = |x|+ |y|

�
$ �������	

Σ
��
��
	 � ���
� �	�� 	 � ������ � ��
���	

Σ∗
)��� � -�
� ��
��
 � ��

Σ = {0, 1}
�

	 

	
Σ∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, . . . }

�
� 
�
�����
��� � ���
� �	�� ������

A ⊆ Σ∗
��	����	 ��������	

Σ
�� ��� ��$����� ���$����

%	�� � !��� �� ��	����( �

���� ����� � � ��� �� ��� ��� ���

*����	
M

���� ������	 �����
		 - 
	���
����
		 ����� ����
 � � �	�� ��+��� ���� � �	�
	
��������	

Σ
� ���
� �	�� � � � ��
���	 ����� ���
	

M
��+�����

x
�	��� �� �������

M(x)
)��� �

%*�����	 �����	 �	 �

�
M(x) ∈ {0, 1}

��
�
���
x ∈ Σ∗

�( $���� ���
	
M

�������� 
	
��+��
�	 � ������

AM = {x ∈ Σ∗ |M(x) = 1} ⊆ Σ∗

��	����	
M

)	 ��  ����� ���� �
���
 %	�� � ��	���� ����	
�� -�
M

( �
$���� ����
���
�	 ���
 � ���
�� �	 � ��� ����� ���� M ��� �  � � ��� ����� ���$� AM�� � ����������� � ��
 ���	��	 ) ������	 � ��� �������
�

	 �������� � ��
	 ����+��	��� ��

�����
		 �	*�������
π : Σ∗ → {0, 1}

� ��������� ���� �
���

Aπ = {x ∈ Σ∗ | π(x) = 1}

������	 �
�� 
�� �

�� � � 
���
		 ����� ����
 ����
���	 �������	
π

�������� 
�	 �

�����!��!����  ����!�"� �

��
��� � ��� ����
�
�� ���
��
�� ������� � ��
		�� �����
	 � �
������� �������
 ���
����
� 
��� � �	 �
����	 ��� ����������	 ����	��� 
���
 ����	� �
������ �
��
��� �����		+
��� �
$ �������
� 
	 � � � ���
� �	�
�
	 �

����
�� ���
��
�� ���� �������� � ��
	������� ���

	���
	� )

•
$�������� )

Σ
�
Γ

�
. . .

%
��� � ��
�����
�
� �
�� �
� 
�( �
 ��� ������ - 
	���
��������

Σ = {0, 1}
�

•
$�������	 ���� %��
 � �
��� 
	 � ����	 � ��������( )

|Σ|
�

•
$��
�� ��
� )

a
�
b
�
c
�
. . .

%�
	
� �������	 ���
	���
�
� �
�� �
� 
�( �
 ��� ������ �����	

Σ = {a1, . . . , an}
�������� " ����+
	

|Σ| = n
�

•
� ���
� �	�� )

u
�
v

�
w

�
x

�
y

�
. . .

%�
	
� ��������	 ���
	���
�
� �
�� �
� 
�( �

•
� ���
� �	�� 	 ���	���
� )

x̂y
��
 ��
	

xy
�

•
� ���
� �	�	 �
���� )

|x|
�  ��� ������ � �

%
(
|abc| = 3

"
%

( �����	

x = a1 . . . am

�
y = b1 . . . bn

" ����+
	
|xy| = m + n

�

•
���� � � ���
� �	� )

ε
�
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•
� ���
� �	� � � ���� �	

n
��������� � ���
�

a
)
an �  ��� ������ � �

%
(
an = aa . . . a︸ ︷︷ ︸

n kpl

"
%

(
|aibjck| = i + j + k

�

•
� ���
� �	�	

x
��
���

k
����� )

xk �  ��� ������ � �
%
(

(ab)2 = abab
"

%

(
|xk| = k|x|

"
%


(

x0 = ε
�

•
$�������	

Σ
��
��
	 � ���
� �	�� 	 � ����� )

Σ∗
�

 ��� ����� � {a, b}∗ = {ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, . . . }
�

� ������ �!� �!������

$���� ����
���
���� �����	 ��
	 ��	������
�
��  
	����
���� � ���
� �	�	 �
����	 ����
�	 �# ��� � �����
���� � ��� � ���
�����	 	�
	 ��
� 
	�� ���� �	 � ���
� �	�	

ε
%��
 � �����

���
���
�	 ������� ��
	 ( ���������� � 2
��	 ������	 � ��� ��
� 
	�� �	 � ���
���� ��
� 
���
�		��	 �
��
�
��� � ���
� �	�
���

u
� � �
����	 � � 
�	 � ����+
	 � ���
�����	 ���� � ���
�

�
��� 
��� � ���
� �	�
���
w = ua

�
 ��� ����� � *����	

Σ
�
�
�����
		 �������� � � ���
� �	�	

w ∈ Σ∗
��� ����� � � %	�� �

������(
wR � ���
�����	 
	����

� 
���
 ���		+
��� )

%
(
εR = ε

"
%

( � ��

w
�	 ������

w = ua
� � 
���

u ∈ Σ∗
�
a ∈ Σ

� 	 

	
wR = âuR �

� ����
��� 
	����

�
��� � ��
 ���	 ��+� ��	����	  �����

�
���# � ���
��� �� ��
���	 �
�
�	�
	 ������� ������ 	 � �����	� �
� ��
��
 ��������	 �����	 )

(011)R = 1̂(01)R = 1̂(1̂0R) = 11̂(0̂εR) = 110̂εR = 110̂ε = 110.

��������� �	 ��
�	�
	 ��	������
�
�	 �� 
	�
�����
	 ���
���� 
		 � ���
��� �� 	������
������� 
	����
���� � - �
� ���
	� ���
�����	 ������� ���
	����
		 ���	�
�� �	�� 	 �� 
�
	�
���� )
� �
� � *����	

Σ
�������� � , �
�
���

x, y ∈ Σ∗
�	 ��
� ����

(xy)R = yRxR �
��
�� ��� � �	����
� � ���
� �	�	

y
�
����	 ����	 �

%
( � ������� ��� y = ε
�
(xε)R = xR = εRxR �

%

( � 
���������$� *����	
y

������
y = ua

� � 
���
u ∈ Σ∗

�
a ∈ Σ

� * �����	 � ��� ��
� �	
��
� ���� � ���
� �	�
���

x
�
u

� � ���+
	 �	 )

(xy)R = (xua)R

= â(xu)R �R )	 � ���
��� ��
= â(uRxR) �
	����
��������
= (âuR)xR �̂ )	 �

��		�
�����
= (ua)RxR �R )	 � ���
��� ��
= yRxR. 2
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f : N → X
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Σ∗
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 �
��
����� � � ���������	 - 
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f : N → Σ∗
���������
 � *����	

Σ = {a1, a2, . . . , an}
� , 

	�

	
����	
Σ

)	 � ��
�� � ��
	  ������� ��� ����# " �����	 �
a1 < a2 < · · · < an

�
�����	

Σ∗
� ���
� �	�� ��
���	 	�� ������ ���
��	 ������� ��� �����	 ����	 �� � ��� ���� � � $������� ��� ����� � ��� ���������� %	�� � ��	�	
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%
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ε
( � �
��	 3)	 � 
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a1, a2, . . . , an
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����� � ���
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f
�	 �
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0 7→ ε

1 7→ a1

2 7→ a2��� ���
n 7→ an

n + 1 7→ a1a1

n + 2 7→ a1a2��� ���
2n 7→ a1an

2n + 1 7→ a2a1��� ���
3n 7→ a2an��� ���

n2 + n 7→ anan

n2 + n + 1 7→ a1a1a1

n2 + n + 2 7→ a1a1a2��� ���
2
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Σ
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P(Σ∗) = A
� * �����	 � ��� ���
�������	 ��
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���
 ��
�
 ��� ����
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��

Σ

)	 !��� ���
� �
�� ������� 	�� ��
	�
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A = {A0, A1, A2, . . . }.

*�����
Σ∗

)	 � ���
� �	�� ��	�	
���� � ��� �������� ������
	�
x0, x1, x2, . . .

� � ���
�����	
� � 	�� ��
	�� � ������	 !��� ���
 �
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Ã
)

Ã = {xi ∈ Σ∗ | xi /∈ Ai}.
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Ã ∈ A
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A

)	 	�� ��
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Ã = Ak
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k ∈ N
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Ã
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��� �	 �����	

xk ∈ Ã⇔ xk /∈ Ak = Ã.
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x0, x1, x2, . . .
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i
���������

j
�	 ���� 3 � ��

xi ∈ Aj

� � ����	 6 � ����+
	 �
�

Ã

� �
���� ������
	 �
����
Ak

� ���

�
	  �
���	���
���# )

Ã
↘ A0 A1 A2 A3 · · ·

x0

�
6 0 0 0 1 · · ·

x1 0

�

6 1 0 0 · · ·

x2 1 1

�

6 1 1 · · ·

x3 0 0 0

�
6 0 · · ·��� ��� ��� ��� ��� � � �
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	 ���������� 
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����	 ����	 )
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�
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����� ������ �
	�	���
� � ��������� �

���� �� ���	 ��
����	 ����	 )
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�
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3,

�
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� � �
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� � �
: ← 4 3,

�
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� � �
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�
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	 5 �3 �
���
������ ������ ���
		 ����� )

�	��� � �� # $� ����� � � �� � ��
����� �  ��� ����$ $��� ����� ���� M
�� ��� ������$� �� ����$ $�� � ����� ���� M̂ � � ���� � � � �� �� ���� ��$�� � � ��� � ����� ����� � ��$�� �  �� ���

� ���� � ����� ������������ � �
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M̂ = (Q̂,Σ, δ̂, q̂0, F̂ ),
� � �����	

M̃ = (Q̃,Σ, δ̃, q̃0, F̃ )
��
		

M
)	 ��	��� ��
���	��
 ����� ����
 � � ����

|Q̃| ≤ |Q̂|
� $���� ���
	

M̂
�
	
� ���
���� � �

%���	���
		 ( ���
���
��
���� ��� ���
������
 � � �� ��
���	 ��������� �
��� 	 �����������
������

f : Q̃→ Q̂
� � ���� �	 � �� 
	�
���� � ��� ��
�
���

q̃ ∈ Q̃
�
a ∈ Σ

�	

f(δ̃(q̃, a)) = δ̂(f(q̃), a).
%5 �5(

�����
		 ������ �	 ������� ���� ���� ��
� � �����
M̂

)��� 
 �� ��������� ����� 
� �
��� � �#
� � ����� � �	 ���� ��
� � �

|Q̃| ≤ |Q̂|
� � �	 ��+� 
	� ��
� " �

� - 
� ��
� � � 
��� ��� �� 
 �

� ���������	 ������
f

���
	����
���
 ���������
 ) �����	
q̃ ∈ Q̃

� ��
	 ����� ���
	
M̃

�
��
� �

x ∈ Σ∗
� ��
	 � ���
� �	� � � ����

q̃ = δ̃∗(q̃0, x)
� %��
���	 ������ � ��� ��+����	 ����� ���
���

M̃

 �� ��������� ����� 
� �
��� � �( $ �����	

f(q̃) = δ̂∗(q̂0, x);
 � ��� 
�����	# �

� �
��	

q̃
��������� 
���

M̂
)��� �
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������ � ��� ������
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	 � ���
����� �� � ��� �
 � ���
� �	�� �
��	
q̃
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M̃
)��� 
��� � ���� �
 �
��
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M̂
)��� � �����	 ���������� � ��� ��
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x, y ∈ Σ∗
�

x 6= y
� � �
���

δ̃∗(q̃0, x) = δ̃∗(q̃0, y),
�����

δ̂∗(q̂0, x) 6= δ̂∗(q̂0, y).
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M
)	 �
���

qx = δ∗(q0, x)
� �

qy = δ∗(q0, y)

��� �� ��
���	��� � � �� � ��� �	 ��� ���� � ���
� �	�

z ∈ Σ∗
� � ����

δ∗(qx, z) ∈ F
� �

δ∗(qy, z) /∈ F
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f
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 �	 ���� � ��������� � ��� ������
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q̃ = δ̃∗(q̃0, x)
� � ����
	 �

�

f(q̃) = δ̂∗(q̂0, x)
� � ���+
	 �	

δ̂(f(q̃), a) = δ̂(δ̂∗(q̂0, x), a) = δ̂∗(q̂0, xa) = f(δ̃∗(q̃0, xa)) = f(δ̃(δ̃∗(q̃0, x), a)) = f(δ̃(q̃, a)).
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	 ����������� �

	����� ���
����� ) �	 ����
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� �	���� ���� �	��
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�
 ���� ����	 5 �4
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��� �	 ��
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�����
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����� ������� �� � �����$ $�
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�� ����� ���
� �������� ���	��� ��	 �����	 ���
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	 ��	��	 �
��	 � � ��+�� ��
	 ��������� 
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	 ���
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��� ����� �
��� � ���	 � ���� � ������
�
� ������
� �
��� � � -������ 
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		 ����� ����
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��	 �
��� 	 � �	� � ����� ����������	
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 ����	 5 �4 ����� ����
 �������� ��+�� �	�	
aaba

� ����� �	 �	 � ������
���
��� ���������
 )

(q0, aaba) ` (q0, aba) ` (q1, ba) ` (q2, a) ` (q3, ε).
$���� ���
	 ��
�
 ���
	 � ������
��� ������ ��+� ���������	 �
���	 )

(q0, aaba) ` (q0, aba) ` (q0, ba) ` (q0, a) ` (q0, ε),
����� ����� � ������
������� 
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�� ���
���� � ��
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�	 ��
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��� �� ) � ��
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A
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P(A)

)��� " �

�

P(A) = {B | B ⊆ A}.
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M = (Q,Σ, δ, q0, F ),
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• Q
�	 �����
		 ��$�� � � ����� "

• Σ
�	 ��
����������"

• δ : Q× Σ→ P(Q)
%���� ��( �	 ����� ���
	 %� ���������
		 ( ������� �� � ����"

• q0 ∈ Q
�	 �$�� ��$�"

• F ⊆ Q
�	 ��������� �� � $��� ���$�� � � ����� �
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a b

→ q0 {q0, q1} {q0}
q1 ∅ {q2}
q2 {q3} ∅

← q3 {q3} {q3}

���������� ��
���	 ���� � ��� �
� ��
��

δ(q0, a) = {q0, q1}

� �
δ(q1, a) = ∅
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	 �
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(q, w)
��
 � �� ��� ������ �
��	��	

(q′, w′)
�

� ��
���	

(q, w) `
M

(q′, w′),

� �� �	
w = aw′

%
a ∈ Σ

( � �
q′ ∈ δ(q, a)
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��		
(q′, w′)

�	
�
��	�	
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��� � � ����
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	 � ��� ��+� ���	�
		 ��
� ��� ) 
����� � ������� � � ���
�����
� � ������� ����$ $���� ����� ����� ���� �� �� ������ � �
�	��� � �� � $��� A = L(M)

� � �� ���
����� � ������ ����$ $�� � ����� ���� M
��  ����� �

���$� � ��$ $
� � �$�� ���� � �
� 
����� � ���� � ����$ $� � ����� �����
M̂ � � �$ $� A = L(M̂)

�

��
�� ��� � *����	
A = L(M)

�
M = (Q,Σ, δ, q0, F )
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M
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M
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M̂ = (Q̂,Σ, δ̂, q̂0, F̂ ),

�
���

Q̂ = P(Q) = {S | S ⊆ Q},
q̂0 = {q0},

F̂ = {S ⊆ Q | S
�
������ � �	�
	

qf ∈ F},

δ̂(S, a) =
⋃

q∈S δ(q, a).
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 ��+����	 ����	� �
�� �
���� 	����

	 � , ����		+���
����� ����
�

M̂
������������� �������	 �

���� �	 �����
�����

{q0}
� � ����������	 	�
	 �

� 
�
	 �
��
� 
	 ����� �	 �

���� 
� ������������	 ��+���������	 � ��
���
a

� �
b
� 2�+�� ��
���

a
��
 ������ 
	
��
		 ����� ����


M
� ��� ����� �����
�����

q0
��
 �

���� �
���	

q1
) �
�	

����� ����

	
M̂

�
�� ����	 ����������� �
��
{q0, q1}

� � �

�	 � ������ �

���� �
δ̂({q0}, a) =

{q0, q1}
� ��
������ ��+�� ��
���

b
����� ����


M
����� �
	� �����
�����

q0
� � ��	 ����� ����

	

M̂
�
�� ����	 �

���� �

δ̂({q0}, b) = {q0}
� %��� � ���� 5 �36 �(

2��������� ��
���� �

������	 ��������� ��	 ����� ���
	
M̂

�������������
 �������
�
���

{q0, q1}
� � �

�	 �

����
� �

���� 
� � 2�+�����

a
����� ����


M
��
 �

���� �
�����

q0
�
���	

q0
��


q1
" ��
������ �
�����

q1
����� ���
���

M

 �� ��+�����

a
�
���	 � ����� ������
�����
� �

, �
��
��	 ������	 �

� ����� ����

	
M̂

�

���� �
δ̂({q0, q1}, a) = {q0, q1}

� 2�+�����
b

����
����� ����


M
�
�����

q0
����
����	 ����� �

	� � � �
�����

q1
����
����	 �

���� �
	� �
���	

q2
�

& �
�� � ������
�����
� ������	 �
�� ����	 ����� ����

	
M̂

���
 ����������� �
��
{q0, q2}

� �
�

�	 � ������ �

���� �

δ̂({q0, q1}, b) = {q0, q2}
�



�5 � �� � � � ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� �

����	 �����	 � ����	 � 	

	 ����	 ��
	 ����� ����
���
M̂

���� ����� ���
� ����������
�
�
��� � � ��������	 ������� ����	 5 �36 ����
�	 �����������	 � � 
	
� �
� ���� ����� ����

����	 5 �� � 	��� ���� ��
���	 ���	 ����� � ��� �	 ����  ������
��� ��
���	 ���
����
�����
 � & 
� �� ���� �
�� � 
	
� 
����� ���
	 �
��� �����	 ������	 ������� 5 �33 �
����
���� 
	
��
		 ����� ����
 �

∗
��
����� � ����� � ����������	 �
��	 ��
���
 � ��� �����	 %5 �� ( ������ ���� ������� ����

��� 
	
��
���� ����� ���
���
M

���������� ���� 
	
��
		 ����� ����

M̂

������ �	 ��
�
���	��


M
)	 ��	��� � �� � ���

L(M̂ ) = L(M)
� %�������� ��������	 ��	�� �
���� ��	 ���
��

����
��� ��
	 � �����	������
� � � � ����� ��	 ��� �	�����
�� �
���
��������������� ���
� ��� �(
'��������	 � 
�	 � ��� � ���
��� 
	 �����	 �	

x ∈ L(M)
� ���

(q0, x) `
M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F

� �

x ∈ L(M̂)
� ���

({q0}, x) `
cM

∗(S, ε)
� �

S
�
������ � �	�
	

qf ∈ F.

2
�	 �
��	 ��
���	��
 ����� � ��	 ���
�����	 ��
�
���
x ∈ Σ∗

� �
q ∈ Q

��
� )

(q0, x) `
M

∗(q, ε)
� ���

({q0}, x) `
cM

∗(S, ε)
� �

q ∈ S.
%5 �7(

� �
� ��
���	 ���
���� 
	����
���� � ���
� �	�	
x

�
����	 ����	 )

��� ��� ��� |x| = 0
�
(q0, ε) `

M

∗(q, ε)
� ���

q = q0
" ��� �
	

({q0}, ε) `
cM

∗(S, ε)
� ���

S = {q0}
�

���� � 
���������$� *����	
x = ya

" ������	 � ��� ��
� 5 �7 ���
y

)�� � � ���+
	 )

(q0, x) = (q0, ya) `
M

∗(q, ε)
� ���

∃q′ ∈ Q
� � �

(q0, ya) `
M

∗(q′, a)
� �

(q′, a) `
M

(q, ε)
� ���

∃q′ ∈ Q
� � �

(q0, y) `
M

∗(q′, ε)
� �

(q′, a) `
M

(q, ε)
� ��� %
	� ��� �(

∃q′ ∈ Q
� � �

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �

q′ ∈ S′
� �

q ∈ δ(q′, a)
� ���

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �
∃q′ ∈ S′

� � �
q ∈ δ(q′, a)

� ���

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �

q ∈
⋃

q′∈S′ δ(q′, a) = δ̂(S′, a)
� ���

({q0}, ya) `
cM

∗(S′, a)
� �

q ∈ δ̂(S′, a) = S
� ���

({q0}, ya) `
cM

∗(S′, a)
� �

(S′, a) `
cM

(S, ε)
� �

q ∈ S
� ���

({q0}, x) = ({q0}, ya) `
cM

∗(S, ε)
� �

q ∈ S. 2

ε�
���� �����

�������� ����
���	 �
�� ����
��� ������ 
	
��
��	 �����
��	 ����� ����
	 � ���
	 ���� 	�
	���� � � ���� ����� ����
 ��
 �
������

ε
�������� �� � �� � �

���� 
� � � �
��� � 
 �� �����	 ��+��

� ���
� � -�
� ��
��
 ������� 5 �35 �	 �
����
ε
������ ����
 � � ��� ��		
���� �
�	

{aa, ab}
�



� �� � ����� ���� �� �� ���� � ��������� � � ��������� ��

a

ε

ε

a a

b

,��� 5 �35 ) , 
�	
{aa, ab}

��		
�����
ε
������ ����
 �

.��� ���
��

ε
������ ����� ��
���	 � ���
���� �

�
���	�

M = (Q,Σ, δ, q0, F )
� � 
��� �

����

� �!�	��
�
δ

�	 ������

δ : Q× (Σ ∪ {ε})→ P(Q).
$���� ����
� ���

	 �

������ ���� � ���
��� �� ���� ��� �� ��
	 ������
�
��� ������ 
	
��
�
���
�����
�
��� ����� ���
��� � ��
��
 �����	 �
��		� ����	 � ���
��� � )

ε
������ ����
	 ����������

�����
�

(q, w) `
M

(q′, w′)

�	 ��
� ���� � � �� �	
%
(

w = aw′
%
a ∈ Σ

( � �
q′ ∈ δ(q, a)

" ��

%

(

w = w′
� �

q′ ∈ δ(q, ε)
�

��� � 	 � �% � $��� A = L(M)
� �$ $��� ε

������ ����$ $�
M

� ��$ $
� � �$�� ���� � �
�
ε
�

������� ��
 ���
����� � ���� � ����� �����
M̂ � � �$ $� A = L(M̂)

�

��
����� � *����	
M = (Q,Σ, δ, q0, F )

� ��
	
ε
������ ����
 � $���� ����


M̂
��
� 

 ����	 �
��	

��� �
	 ��
	
M

� ����� �  �������#
ε
��

���� 
	 ��
 ����
���� ���� ������
	 �
����� ����
	 ��
	

	  �
���# �

���� �� � � ���� ���� �

�� ���
	 � ����
	
ε
��

���� �� �	�� �
��
	 ����������
��� �

.��� ���
��
 � ���
�����	 �		��	 �
��	
q ∈ Q ε

���$� ��� �
ε∗(q)

����� ���
���
M

��������

ε∗(q) = {q′ ∈ Q | (q, ε) `
M

∗(q′, ε)},

�� � � ������	
ε∗(q)

�������� ��
��
 	 ����� ���
	
M

�
��� � � ���� ���� ����������
��� �
�����
q� ��
���

ε
��

���� 
��� � � ��� � ��
	��� ������	 ��
���	 ����� ���
	

M̂
�

���� ����		+� ������

���������
 )

M̂ = (Q,Σ, δ̂, q0, F̂ ),
�
���

δ̂(q, a) =
⋃

q′∈ε∗(q)

δ(q′, a);

F̂ = {q ∈ Q | ε∗(q) ∩ F 6= ∅}.
-�
� ���
	� ��	������
���� �	 ������� 5 �3� �
���� ���

ε
������ ����


M
� � � ������� 5 �3�

�������� ������ 
	
��
		 ����� ����

M̂

� � ����
ε
��

���� �� �	 � �
����� � � � 	���� ��� �

2
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a

aε

ε

a

ε

ε

ε

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,��� 5 �3� )
ε
������ ����


M
�

�
a

a

a

.

	

�

,��� 5 �3� )  $ 
��# ������ 
	
��
		 ����� ����

M̂

�

� �� �		))� ����"� �$��"##""� � $ # �" �"�
2��������� �
����	 �����
��� ����� ����
� ���
��� �����
�
	 ����
	 ���� ��������
 � �
����
�� ���� ������ ���
	����
�
� �
�
� � & �
�� 	� � ���  
 $ $�� �� $������ ���� %	�� � ������ �����
�
�	�( �������	 �
� ��
��
 	& �& ������+� ��� ���� 
	 ��� 	���
���� ������ ��	 ��
� 
	�
	�	 %��� � �� �� � �( ����
���� 
��� �
��� �� 
	�
����� �� ���

	 � ���
� �	�
�
	 �

� ���
�����	 	�
	 � �
���
	 � ����� ����
�
�� �
��	 ���
���� 
�	 � *�����
A

� �
B

����
�����	

Σ
�
�
� � � ���+
	 )

%
(
A

)	 � �
B

)	 ��
�� �� %	�� � �	
�	 ( �	 �
�


A ∪B = {x ∈ Σ∗ | x ∈ A
��


x ∈ B};

%

(
A

)	 � �
B

)	 ���� ����� %	�� � %��	 (���	��
�	 ( �	 �
�


AB = {xy ∈ Σ∗ | x ∈ A, y ∈ B};

%


(
A

)	 ���� ���� %	�� � � �!��(
Ak �

k ≥ 0
� � ���
�����	 
����

�
���
 )

{
A0 = {ε},
Ak = AAk−1 = {x1 . . . xk | xi ∈ A ∀i = 1, . . . , k} (k ≥ 1);

%
� (
A

)	 �� $�� � � �� $� ��� � � � ��� �� %	�� � %, �	( ������ � ����( �	 �
�


A∗ =
⋃

k≥0

Ak = {x1 . . . xk | k ≥ 0, xi ∈ A ∀i = 1, . . . , k}.



� �� � ����� ������ � �� ������� � �� � ���� � �7

-�
� ��
��
 � ��
A = {aa, b}

� �
B = {ab}

� 	 

	

A ∪B = {aa, b, ab},

AB = {aaab, bab},

BA = {abaa, abb},

A2 = {aaaa, aab, baa, bb},

A∗ = {ε, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, . . . }.

*	 ���� ������ ���� � � ������ � � ε
� � ���� � ���$� ∅ �� � , 
����

{ε}
�	 ���
 � ���
� �	� �

	
� 
���
	
ε
� � 
 �

� �� ���� � )

{ε} 6= ∅
� , �		 ����
 ��� ����
�	 �
��
��������	� ������	

��
�	�
	 )

∅∗ = {ε}.

� ���
� �� � � �% $�������	
Σ

���  
 $ $�� �� $��������� � ���
�����	 
	����

�
���
 ������
���
���		+
��� )

%
(
∅

� �
ε

����
Σ

)	 ���		+��
�
� ������
�� "
%

(

a
�	

Σ
)	 ���		+��
		 ����� ��
� 
���

a ∈ Σ
"

%


( � ��
r

� �
s

����
Σ

)	 ���		+��
�
� ������
�� � 	 

	
(r∪s)

�
(rs)

� �
r∗

����
Σ

)	 ���		+��
�
�
������
�� "

%
� ( ��
��
Σ

)	 ���		+��
�
� ������
�� 
 �� �
,��
	

Σ
)	 ���		+��
		 �����

r
����� �
��	 �
�	

L(r)
� � ��� � ���
�����	 )

%
(
L(∅) = ∅

"
%

(

L(ε) = {ε}
"

%


(
L(a) = {a}

��
�
���
a ∈ Σ

"
%
� (

L((r∪s)) = L(r) ∪ L(s)
"

%� (
L((rs)) = L(r)L(s)

"
%�
(

L(r∗) = (L(r))∗
�

- �
� ��
��
 �������� ���� ��������	
{a, b}

���		+��
�
� ������
�� )

r1 = ((ab)b), r2 = (ab)∗, r3 = (ab
∗), r4 = (a(b ∪ (bb)))∗.

1�����
�	 ������ �� �
�� ���� )

L(r1) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};

L(r2) = {ab}∗ = {ε, ab, abab, ababab, . . . } = {(ab)i | i ≥ 0};

L(r3) = {a}({b})∗ = {a, ab, abb, abbb, . . . } = {abi | i ≥ 0};

L(r4) = ({a}{b, bb})∗ = {ab, abb}∗ = {ε, ab, abb, abab, ababb, . . . }

= {x ∈ {a, b}∗ |
� ��

x 6= ε
� 	 

	

x
�����

a
�� 
�� �
� ��� � �

�����
	
a
�� 
�� �
	��

x
)��� ����� 3 ��
 5

b
�� 
�� �
	��

}.
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2����� ���
	 ���	��� 
���
 ���
���	 �� �������
�	 ��
��
���
���		+
��
 � ��� ����
��� ��� �������
 %∗( �
�� � ������ 
	 ��
	 ���	���
� � � ��� ��������	 �
��� ������ 
	
��
	 ���
�� � 1
����
 ���� ����	 � ��� ���
��� � � ���	���
���� ����
�� ���� �����
��

� 
�
� �
�� �

L(((r∪s)∪t)) = L((r∪(s∪t))), L(((rs)t)) = L((r(st))),

� ��	 � �����
�
� ���
��
�� � � ���	���
�
�� 
 ����
�� �������� �
����	� �	 ��+� �
�� �
���� ������� ����	�� �
�
��� �
�� ��
� 
��� � � 
���
 ����		���	 ����

��� �������� 	 �
��	 � ���
� �	�
�
	 
 �� �
-���� ����� �
� ���
������� �
�� �
����
�

	 �

� 	�
�	 ���	�+� 	 �����	 ���
	���

��
��� 
	 )

r1 = abb, r2 = (ab)∗, r3 = ab∗, r4 = (a(b ∪ bb))∗.

� 
�� ���
 �
� ���
 ) "��
�	 ��� ��
��+� �� ����
����� � � �
�� ���������

	 � � ������� 5 �3�
��
���	 ������ ����������

 �� ��� = (dd∗.d∗ ∪ .dd∗)(e(+ ∪ − ∪ ε)dd∗ ∪ ε) ∪ (dd∗e(+ ∪− ∪ ε)dd∗),

�
���
d

�	 ���		� ��
	�� ��������

d = (� ∪ ' ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ �)
� �

e
�	 ���		� ��
	�� ��������

e = (
�
∪

�
).

� ���
���� � �* ,
�
 �	 ���  
 $ $� � %	�� � ������( � � �� � ��
���	 ������ ���		+��
����
��������� �

���!!" ������! �����������! �����!�� �!�!

$		��� ���		+��
		 �
�
 ��
���	 ��	�� ������ ���		+��
�	� ������	� ��
��� �
 ���
��
��� � -�
� ��
��
 ���		+��
�� �������

a∗b∗ ∪ (a ∪ b)∗ba(a ∪ b)∗
�
(a∗b∗)∗

� �
(a ∪ b)∗

���
������ ��
��
 ��� �� �
��� � 1�����
�	 �
�	��� 
�	 ����
��	� �	 �+���� �		��	 �
�	
��
������
�
��� ����������
��� � �����
	 � 
���� ���
	����
�
	 ) �
� ��
��
 ���� ���� �	��
	� �
���� ����� �
	 ��
��� ���
��� ���
	 � 2
�	��� 
�	 ����
� 
 ���
	 �
	� �� ���
	
� ���
����� �
��� �
 �
������ �
�
	 ��
���	 ������ ��+� ��
	 ��������� ���� ���������� �
���
�
� �	 �
 ����
	 ) � �� ����
��	� �	 ������ ��
����� - 
	���
��������	 ��
��
 � ���
� �	�� �
� ���� �
�������� ���
	���	 ���	 ���+�	 � ��
���	 ���������� 	����� �

	 � �	�	 	�
�� �
�
		 � � 

� 
		 � ��
 � �
���	�� ��
	 � ��
	 ���+		 � -�
 ������������� �� � ������� ����� �������
���� ������
�

	

0∗1(0 ∪ 1)∗
�
(0 ∪ 1)∗10∗

� �
(0 ∪ 1)∗1(0 ∪ 1)∗

� � �
��� � 
���	 
 �
	 ��
��
����
���
 �
���
 �

�3 ,/'0 /,''01266 +*-,/5/3-919*
rr∗

3/(5'1660 ) 9,5-, +2,2/33 '0
r+
*++* 7 �*,1***,1' 5'/+/,16 A

) 9,./11-*5'/+16
AA∗

3/(5'1660
A+
*++* ) * ,*091**0

A
*0 ������� �	 
� �	� ���� /0- + 7 ;(9; /( � +9,-(/ � 7 �,'3 /(5'0 +*-,/5/

9'1*',''0 ,'', 5 '() 9 '11** 324, *
(d+.d∗ ∪ .d+)(e(+ ∪ − ∪ ε)d+ ∪ ε) ∪ (d+e(+ ∪ − ∪ ε)d+) 7



� ��� ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� � ��

2�	����	 � ��� ���		+��
�� �������
r

� �
s

���� ������$� ��� � � � ��
���	
r = s

� � ��
L(r) = L(s)

� %,�����
��
 � ����� �+�� �+��
 � ��
	�� ��
�

r ≡ s

�( 2��		+��
��	 ������
�
�	 ��
���	��
	 ������ 
		 �	 ����
� 
���
 �	��� � � � ��� ��
���	 ��
�	�
	 � �
�������
�����
��� � ���	
���
 ���������� ������� �
������� ���		+��
��	 ������
�	 � � �����
��	
����� ����
	 ������������ ������
 ������	 � , ��
	����
�
��� �������
��� ��
���	��
 �	 �
��

��� ���
 ����� ������	 ��		���� 	 ��
���	��
���	�+� 	 ������ ��
 ������
�	 ������ 
�
�
�
� ���������	 �

2��������� �	 � �
���
	 ���
	����
�
� ���		+��
��	 ������
�	 ��
���	��
���	�+� � )

r ∪ (s ∪ t) = (r ∪ s) ∪ t

r(st) = (rs)t

r ∪ s = s ∪ r

r(s ∪ t) = rs ∪ rt

(r ∪ s)t = rt ∪ st

r ∪ r = r

r ∪ ∅ = r

εr = r

∅r = ∅

r∗ = ε ∪ r∗r

r∗ = (ε ∪ r)∗

��� ��
���� ��
���	 ���
���� � ��� � 
�� ����	�� ��
� ���� ���� ���		+��
��	 ������
�	
��
���	��
 ��
���	 � ����� 	�
��� �������
��� � ��	 	

� 
	 �
�� �
�����	 ����������	�+ ) � ��
r = rs ∪ t

� 	 

	
r = ts∗

� �������	 ���
ε /∈ L(s)

�
, ���	 ������	 ��
���	��
	 ����� 
���
 ��		����� ��
	 ������� �
��	 ���� �	�

�
	 ������ �	 �
�	 �
������ 
		 ��
�	 � � ��
���	 � � ���	 �
� �	 ���������
 � ���
r ⊆ s

�
� ��

L(r) ⊆ L(s)
" ����+
	 �	 ��
� ����

r = s
� � �� � � ��
	 � ��

r ⊆ s
� �

s ⊆ r
�

- �
� ��
��
 ������	 ������ � �
	
���� 	 ��
���	��
	 ����� 
���
 �	 	�
		��
	 ����� �
���

(a∗b∗)∗ ⊆ (a ∪ b)∗
� �

a∗b∗ ∪ (a ∪ b)∗ba(a ∪ b)∗ ⊆ (a ∪ b)∗
� ����� �����

(a ∪ b)∗
�����

������� ��������	
{a, b}

� ���
� �	�� � � ��
������ � ����� ������
 �	
(a ∪ b) ⊆ a∗b∗

� �	 ��+�
(a ∪ b)∗ ⊆ (a∗b∗)∗

� ��
	 �
� �	 ����
������
 ��������� ����
���	 �	 ����� 
�	 � ��� � ��
��������	

{a, b}
�
�
�����
		 � ���
� �	� 
 �� ������

a∗b∗
� 	 

	 � �
������ ���� �	�	

ba
�

� � �	 �

� ������
(a ∪ b)∗ba(a ∪ b)∗

" �
�	 �	 ��+�
(a ∪ b)∗ ⊆ a∗b∗ ∪ (a ∪ b)∗ba(a ∪ b)∗

�

� �� � 	&" ����"� $��(� $$� �� � $ �		))� ����"� # �" �"�
����� ��������� ���
�����	 ���		+��
��	 �
��	 ���
�	 � �������� ) ���$� � ���  
 $ $� � �� �� � � ��� � �� �� ���
�� ��  ����� ����$ $�� �$ $� ����� ����$ $� � � �
��	 � ����
	 ���	�
	
���
������ �
�������� ����
�� ��	������
�
�� � � ��	 	 �
����	 �
��	 �

�	��� � �* ����� � ���  
 $ $� � ���$� ���
�� ��  ����� ����$ $�� �$ $� ����� ����$ $� �
��
����� � ,������ 5 �37 �	 �
���� 
	����

� 
		 ��	������
� � � �	�� ������ ��
���	 � 
�
�
�����
�	 ���		+��
�	 ������	

r
���		��� �����	 ���������

ε
������ ����


Mr
� � ����

L(Mr) = L(r)
� � ���� ����� ���
��� ��
���	 �
��	 � �
����

ε
��

���� �� ��� ���� 5 �� �
������



�� � �� � � � ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� �

r = a (a ∈ Σ) :

r = ∅ :

ε

r = ε :

r = s ∪ t :

Ms

r = st :

a

ε

ε

ε

ε

r = s∗ :

ε ε

ε

ε

Mt

Mt

Ms

Ms

,��� 5 �37 ) 1�������
r

��������	
ε
������ ���
	

Mr
��������� 
		 �



� ��� ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� � �4

a

ε

ε

b

b
ε

ε

b

ε
ε

ε

ε

,��� 5 �3� ) 1�������
r = (a(b ∪ bb))∗

��������
ε
������ ����
 �

b

b

ba

,��� 5 �3� ) 1 �������
r = (a(b ∪ bb))∗

��������
ε
��

���� ��+	 ����� ����
 �

������� � � � ����
������ ��
���	 	�
	 ��	���� ������ 
	
��
		 ����� ����
 ���	 ���� 
�
	
��
�� ����	 5 �5 ��	������
���� � ,���	 5 �37 ��	������
�	 �
���
������� ������������ 
�
���
 �	 ����� ���� ��� � ��� �

	� �����������
���

ε
������ ���
��� �	 �
	� ���
���
��
��

����� � � ������
�� � � � ��
 ��������
r

��������	 ����� ���
	
Mr

������
����� ���� 
�� ���
���
���	 ��� �����	 ����� ���
	

Mr
�
��
��� �

���� �� �

- �
� ��
��
 ���������
r = (a(b∪bb))∗

	�
�	 ���	�+� 	 �����	 ����������
ε
������ ����


�	 �
���� ������� 5 �3� � $���� ����
 �	 ������
 ���
	 ���	��	��
 "
ε
��

���� 
	 � �
���� 
		 �

����� ���
	 ���� 
	
��
	�
 � � � 
	
� �
	�
 � �����	 ���
� ��� ��
2,���	 5 �37 ���		+
��� �	 ����
���� 			 ����� � ������
�
�� �	 ���
	����
��� � � � �

���	
��� ���
������	������
��� � , ��
	 ����� ����� � ������������� 
 ���	�+� � ��
	���	
��		��� ������ �
��	 ��		���
���
 " �
� ��
��
 ���������

r = (a(b ∪ bb))∗
�	 ���� � ����

������ ������	 ����	 5 �3� ���
	����
		
ε
��

���� ��+	 ����� ����
 �

�	��� � �+ ����� � ����$ $�� �$ $� ����� ����$ $� ��  ��������� ���$� � ���  
 $ $� � �
��
����� � � ���
�����	 �
�� ���
 �����
��	 ����� ����
	 ���� 		�� ) $����� ������ ������� ��
�
���	 �

���� 
	 ���
	� ������� � 
�
�����
�
� ���		+��
�
� ������
�� �

��
��� ��� � ��
���� 
 �� ���
����
���
 � ���
 �	 ��
����
 ��
	
ε
������ ���
����	 � �	

���� ���
		 !������
	�
 �	 �
� �	 ��	�������� � '���

��
����	 !������
	�
 ��
�	�
	 �����
��	���	 �����	 �

� ��
���	 ��������	
Σ

���		+��
��	 ������
�	 � ������ �-
Σ

)��� � 1��������� ����

��
���	 ����+
	 � ���
���� �

�
���	�

M = (Q,Σ, δ, q0, F
( � � 
��� �

���� �!�	��
�

δ
�	 �����
�

		 ������

δ : Q×
�-

Σ → P(Q)
��6,,6 59,./0 9' 9++* ,2216 ,-93 *-11** < /116 +--,,* � 7	 /,'1/112 3 '0'3 9'01'*+-9('13 ' 59,5// *'0 ./1/(:3 '0 ',1','6 66(/++','6 *-193 **11/) * < ) * /116 *00/1-++* ,66004++',/++6 5'/+/++6 9' 9++* -,/'1* /('+*','* /;6./1/(3 ':0 ',1','6 3 '0'3 '*-193 **11/) * 7



�6 � �� � � � ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� �

⇒

ε

ε

ε

,��� 5 �3� ) 1��������� ���
	 ������
��� 	 ���
���� 
		 �

���� �

��� �

⇒

⇒

rt∗s

qi q qj

r s

qi q qj

r s

t

qjqi

rs

qjqi

,��� 5 �34 ) � 
��	 � �
���� 
		 ���������� ���
��� �

%�� �
δ(q, r) 6= ∅

��
	 �����
�	 � �	��� ���
���
(q, r) ∈ Q×

�-
Σ

( � ,��	 ����	 �
��		� ����
� ���
�����	 	�� )

(q, w) `
M

(q′, w′)

� �� �	
q′ ∈ δ(q, r)

� �����
	 ����
����
r ∈

�-
Σ

� ���
w = zw′

�
z ∈ L(r)

� ���� � ���
��� ��
���� ��� �� ��
	 �
�� 
	 �

���
�����	 ����
���� ������� 	�		�
���
 ������
 ��
� ) � ���� � $����������� ����$ $�
��  ��������� ���$� � ���  
 $ $� � �

*����	
M

� ��
	 ���������� ����
 � 2��		+��
		 ����� � � ��� �����
M

)	 ��		
���� �	
�
�	 � ��
���	 ��������� ���������
 )

3� � 

� 
�����	
M

������
��� � ��		
�������	 �
�	 ��
������
��� ����� ����
���		���
���
���������� ���
��
 � � ���� �	 	
	���	 ����
 �
��� )

⇒qjqi

r

s

r ∪ s
qi qj

,��� 5 �56 ) � 
		����
��	 �

���� 
	 ���
���� 
		 ���������� ���
��� �



� �� � ����� �������� � ������ �� ������ ����� � 3

���� �

��� �

⇒

⇒

r∗1r2(r3 ∪ r4r
∗

1r2)
∗

r4

r3
r2

r1

r∗

r

,��� 5 �5 3) 2��		+��
�	 ������	 ��������� 
		 �����
����� ���������� ���
��� �

%�( ���
M

)��� �	 �����
� ��
	 ���
 ������
�� � 	 ��������	 ������ ����	 5 �3� ���
��
��� ���� ������� �

%- ( & 

	 ����	 ��
	
M

)��� �	 ��
�� �
��� � ��
	 ����� � � ������
�� � 	 � �
�����	 ���

��������	 ���������
 � *����	

q
� ��
	

M
)	 �
�� � � ��� 
 �� ����� 
�� ������
�� "

�����������	 ��
��
�  �
��� �# � � ����
M

)��� �������
q

)	 ������ � *�����
qi

� �
qj q

)	
���
�+	 ����� �� � � ������ ��
�� � �����
	 �����
���� �
�
��� %� ������
���
 �	

qi = qj

( �
'�
�����	

q
�
�
���

qi → qj
��� ���� ����	 5 �34 %
( �
���� � ����� ����
���		�� �

� �� �
�����
q


 �� �

���� �� 
��	�� � � � ����	 5 �34 %

( �
���� � ����� ����
���	�
	�� � � �� �
�����

q
�	 �

���� � 
��	�� � � 
		����
�� �

���� �� ��
���	 ����
������

���
���� ����	 5 �56 �
���� ���� ������� �
5 � � 

�
�����	 ��������� ����� ���
��� �	 � ��� ��� ��
	 ����� � � ������
�� � � ���� ��
���

���� ��� � � $���� ���
	 ��		
���� �	 �
�	 ������� ���		+��
		 ����� ������	 ���
��	 5 �5 3 �
���� ���� ������� ) ��
������	 %
( �����	 � � �� ����� � � ������
�� ���� ��� � �
� � ��
��� ���	 %

( �����	 � � �� 	 ���� �
 �
��� � �

2

,������ 5 �55 �	 �
� ���
 ��	������
�	 ������� 
���� �

� �� �		))� �����") # �" ��") &$� ( ���#� ���$
,���� � 
	�� ����	�� ��������	 !��� ���� � �
�
� �	 ��
	�� ��
���� � � ���		+��
�
� ������
��
��
	 	�� ��
���� � ���� %����� 3�� � � 3��( � 
��� ��
��
 � 
�� � 
�	���	 ��
 ���� ���		+��
�
� �
� 
��� 
����		+��
�� �
�� �

�  	��������#	

-�
� ���� � 
����		+��
�
��� �
�
��� �	 
�� ��
���� ���� � �+���� ) ���		+��
��	 �
��	
������ �

���� �����		+��� ��
	 ���
	 ��� �
����
�
	 ���� 
�

	 � -�
� ��
��
 ��� �� �
	�
� 
��	
� ������ 
�� %�����
����� � ������� �	� � � �����		
� �( ���� ����
��
���
 ���	�����	 ���	�
	+��
�
� � ����� ����
������ �� ��	������
�� %��
�� ��
�� ������� � ���	�
�� �����(

��� �

2��		+��
��	 �
��	 � ������ �
��� �
����� �

�� � ��� �����
�
��� ����� ���
��� �	 ��
	
��� ���
		  ��
��
# � 2
�	 	 
��� %�
� 
� ���
	 ��	�	 ( ����� �����
�� ��	 �	��� 
� � � �
���
����
���	 � 
�
�����
�	 �����	 ����� 	 ������� ��
���� 
��� � $ ����
�
��� ����� ���
��� 




�5 � �� � � � ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� �

ab ∪

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒ (ab ∪ (aa ∪ b)(ba)∗(bb ∪ a))∗(aa ∪ b)(ba)∗(bb ∪ a)

(aa ∪ b)(ba)∗(bb ∪ a)

bb ∪ a

aa ∪ b

a a

a

b

b

b

baab ab

baab

b

a

aa

bb

,��� 5 �55 ) 2��		+��
�	 ������	 ��������� 
		 �����
���� ����� ���
��� �



� �� � ����� �������� � ������ �� ������ ����� ��

w

v

u
q

,��� 5 �5� ) � ���
� �	�	
x = uvw ∈ A

�������� �

�
� ��
��
 ������� ��		
���� ��	 ������
	�
��	 ������ �	�� 	 ��������� �� �
���

L����� = {(k)k | k ≥ 0},


�� �
�	 ��+����	 ��
��� 
	 � 
�
�����
�
� ���
	����������� � ��
�� ��
�
� ������
�� �
2������ ������� � 	� �  ����������� �# !��� ��
��
 ��� �	 ��� ���
�	 ��
��
	 
��	 �����

�+��� �
�	 ������	 � 1�� �	 	
� 
 ��� �

�� � ��� � ���
���� � 
�� ����	�� �		��	 ���	�
	+��
�	 �
�	 �

�����	 �
���� � ���
� �	�� ��
����	  �������# ������ � 
�� �	 ��� �
�	
��		
����� �����
		 ����� ����
 ���� �� �������� �

��� � 	 � �� ������	����� �	 � � $��� A
���  
 $ $� � ���$�� ��$ $
� � �$�� ���� ��$ $���

 � n ≥ 1� ���� � ��� ���� �� x ∈ A� |x| ≥ n� ���
�� � ���� ���� x = uvw
���� � ����

|uv| ≤ n� |v| ≥ 1� � � uv`w ∈ A
�����$ $�

` = 0, 1, 2, . . .

��
����� � *����	
M

� ��
	
A

)	 ��		
����� ���� 
	
��
		 �����
		 ����� ����
 � � � �����	
n

M
)	 �
��� 	 � ���� � �����������	 ����� ���
	 ���
���� 
� �
��� � �	 ��		
������ � ���
� �	��

x ∈ A
�
|x| ≥ n

� ,����
M

� ���
����
x

)	 � ��
��� �

���� �
����� ��
�	 � �	 ������ �����
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� � �
uv`w ∈ A
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���� 
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a
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L = L����� = {akbk | k ≥ 0}.
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��
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L
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x = anbn � � ����
	
|x| = 2n > n
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x
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���	 � ���� ������������
 ��

	

x = uvw
�
|uv| ≤ n

�
|v| ≥ 1

" �
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u = ai, v = aj, w = an−(i+j)bn,
�
���

i ≤ n− 1, j ≥ 1.
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����� �
�	
L

� 2
�	
L


 ��
 ���� ���		+��
		 �
'���������� �	 �����+ !��� ���
	 �
�	 
����		+��
����	 ���
���� 
�	 ����

 ������

�
������ � , ��
 ������
		 �
�� �	 ���
�� � ���
� �	���� ������������
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���
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	 ) ����������� �	 �����	 � ��
��
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�	 �
�	

A
�

�����	 �
���� � ���
� �	�� ��
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n
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	 ������ � ��� �

� �������	 ���
���� � ���
A �� �� ���		+��
		 �

�
��� ���
���� � ��� � ����
	 ���
	���	
n
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��� � ���
� �	�� 
 ��
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��
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���������� 
 ��
��
�
 ������� ���
�� ������������
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a
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� � � ������� � ��� �����

anbn ∈ L
� �

an+1bn /∈ L
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���� ������ ����

 ���� �
���	 ��
�	 ���������	 � -� �  �
��
���	#
���
�����	 �
����
����	 ���� �� �
� ��
��
 ��������� ���� �
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L
�
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���
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� ��� ���
���
n

�	 ���
��
		 � 	

	 ������
	 �
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� �
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�
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A = {crakbk | r ≥ 1, k ≥ 0} ∪ {akbl | k, l ≥ 0}
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B = A ∩ L(cc∗a∗b∗) = {crakbk | r ≥ 1, k ≥ 0}
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E ⇒ T ⇒ T ∗ F ⇒ F ∗ F
⇒ (E) ∗ F ⇒ (E + T ) ∗ F ⇒ (T + T ) ∗ F
⇒ (F + T ) ∗ F ⇒ (a + T ) ∗ F ⇒ (a + F ) ∗ F
⇒ (a + a) ∗ F ⇒ (a + a) ∗ a.
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%066014) /0 /,'125,/,,6 90 16,,6 5621/112 +2,/002,3 /(5'0166 +
A → ω1 | ω2 | . . . | ωk

- 5-**3 **0 ) 9-559*,*3 **0 6+'5/,23�9+''0
A

+''112 '6 *',19/,19','* ,66014) 6
{A → ω1, A → ω2, . . . A → ωk} 7
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G
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V = {E,T, F, a,+, ∗, (, )},

Σ = {a,+, ∗, (, )},

P = {E → T, E → E + T, T → F, T → T ∗ F, F → a, F → (E)}.
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C

����
	 �
�	
L(C)

� * �����	 �
����
 � ���
P

)	
�������
�
��� 
 �

		� ���
����

A
� � ���+
	 ������	 �
�
���
 ���
����

L(B) ∪ L(C)
�
����

� ����
P

)�	 �������
��  
A → B | C

# � ��
 ���� ���
��� 
	 ��	� 	 �	 ����		��	 �������
�
������� �	

P ′ = P ∪ {A → B | C}
����	 ��
� ����

L(A) = L(B) ∪ L(C)
� ����������


������	 �
�
���
 ���	���
���
L(B)L(C)

�
���� ����
P

)�	 �������
�  
A → BC

# � �� � ����
����
����� �� ��

P ′ = P ∪ {A→ BC}
������	 �	 ��
� ����

L(A) = L(B)L(C)
�

, 
�	
L(B)

,�		 ������ � ������	 �������� �
���� ���� �
�
���

	 � ��� ���		+�
 
A → BA | ε

# %	� � ��� �� ��������( ��
  
A → AB | ε

# %���� ��������( � � ���� 
��� ���
�����
��� �	 ��
� ����

L(A) = L(B)∗ = {x1 . . . xk | k ≥ 0, x1, . . . , xk ∈ L(B)}
�

,������+� 
�� � 
�
�� 
�� �� 
	�
		 ��	������
� � � ��� ��	�� � ����� 
����		+��
�

	
�
�

	 � �	 ���
��
�	 ������������� � - �
� ��
��
 �������
�
�	  

A → BAC | ε
# �
���� 
		

�������
�� ������	
P

�� � ������
���
 ������� ���
�����
A

����
�� � �	�� � � �
�	 �������
�	 ���� ���	 ���� � �	��

C
������
��� ���� �	�� ��
	 ������ �	

B
������
�
� ���� �	�� � )

L(A) = {x1 . . . xkyk . . . y1 | k ≥ 0, x1, . . . , xk ∈ L(B), y1, . . . , yk ∈ L(C)}.

,��	 �
�� 
	 �����

	 � � ���
� �	�� 	 � 
�
�����
�	 �
��
��	 ���� �	�� 	 �����	 ����������
�	 ������ 
		 
 �		
��� �����
���� ����� ���
��� � � � �
�	 ���
��� ������ ������	 �������
�
�� 
��� ��	�� �� ���		+��
�
� � *	 ��
�	�
	 � ������
��� � ��� ���
��� �����	 � ������
� �� ����������� �������� �
�
��
	 ���� ��� 

	 ��
�
	 � ����� ������
�����

	 � & �
	 ��� �
�
� ��
��
 � 
�
��
���

{S → aSb | aS | Sb | ε}
� � ��� ���
��� ���������	 ����
� ���� �������

���		+��
�	 �
�	
a∗b∗

� %2�����
 �
�
���
 ���� �
��� ��
�

{S → aS | T, T → bT | ε}

�(

� ���" � �$# ��)��)" ��$ � "&# �)�	�$'(� $
,
�
��� 
�
	 �

����
�� ���
��
�� ���� �������� � ��
	�������		+� ���

	��	� )

•
� ��
����- ��
�� )

A,B,C, . . . , S, T
�

•
'���� ���� � ) � 
�� �
� �

a, b, c, . . . , s, t
" 	�� ���

0, 1, . . . , 9
" �
��
�� ��
� " �
����
���

��
 ���� 

����� ������� ��	�� %� � ��� � �!) �
. . .

( �

•
� 
�
�����
�
� � ���� � %��	 ���
��
�� � � �����
�� 
 ������( )

X,Y,Z
�

•
'���� ���
� �	�� � )

u, v,w, x, y, z
�

•
2��� ���
� �	�� � )

α, β, γ, . . . , ω
�

•
'������
�� � � �
��� �	 ���
		 ���	 ����


A
� ��
���	 �
�� �
���� ���	 ) � ����	

A→ ω1, A→ ω2, . . . A→ ωk

�
� ��	 �
�� �
����	

A→ ω1 | ω2 | . . . | ωk.



� �� � ����� ������ � � ���� � �� �� �� ��� ������ � ������ � � �4

•
,
�
���
 �
����	 ��
	 � ����	� ���	�+� �����	� )

A1 → ω11 | . . . | ω1k1

A2 → ω21 | . . . | ω2k2���
Am → ωm1 | . . . | ωmkm

.

����+
	 ��������	 ���
����- ��
� ���
��	 � ��
	�����
����	 �����	 ��
 �

�� � ���
	 �

	����� ���	�+� 	 �����
	� ����
	� " ���� �

	����� � ��
� ���� ����� ���� � �
����
��� ��$� �	 ����+
	 � ���� ��� � ���  
 ������� � � ��$� � �

	���� ���
� " �����
�

�

A1
�

� �� �		))� ����"� # �" �"� � $ 
��"
�"���� 	� # �" ��(' ��
-���� �	 � � ������ � ��� �������+� 
��� �
�
�� 
��� ��
���	 ������ � �
���
	 
����		+��
�
�
�
�
� %�
� ��
��
 �
��

L�����
� �

L����
( � 2��������� 	�����	 � ��� ��+� ��
��
 ���		+��
��

�
�� ��
���	 ������ �������+� 
��� �
�
�� 
��� � ,������+� �� �
�� ���� �
�	 ���		���
�
��	 �
��	 �
�� ��
������ �

,�����+	 �
�
���
 �	 ��� ��$ $� $� ����� � %	�� � �
��� �
	��( � � �� �	 ��
��
 �������
��
���� ������

A → ε
��


A → aB
� � � ������ �$ $� $� ����� � %	�� � �!� �
	��( � � �� �	 ��
��


�������
�� ���� ������
A→ ε

��

A→ Ba

�# *��
������� � ��� ��� ����� ��� ��� �
����
� �
	���
�
��� �
�
�� 
��� ��
���	 ������� ���� ���	 ���		+��
�� �
�� � � 
	�� ���
� 	�
��
�
�
��� � � 	
� 
����	 ��+� ���
���
 ���  
 $ $�� ����� ���
�����	 ����� ��
� ��
	 �
���� �
�
	���
�
�� � 
�
�� 
�� " ����� ��� �
	���
�
� �
�
��� � � ������ ���
���� ��� �� ���
	 ��� ��	
�����	 �

�	��� % �� ����� � ���  
 $ $� � ���$� ���
�� ������� ��� ��$ $� $� �������$ $� ���$��� �$ $� �
��
����� � *����	

L
��������	

Σ
���		+��
		 �
�
 � � � �����	

M = (Q,Σ, δ, q0, F )
�	 ��		
����

�� %���� 
	
��
		 ��
 ������ 
	
��
		 ( �����
		 ����� ����
 � 2��������� ��	������
����
��
���	 ��������� �
�
���


GM

� � ���� �	
L(GM ) = L(M) = L

�
, 
�
��
	

GM
������������ �	 ��� � ��
	

M
)	 ��+���������

Σ
� � � �	 ���
����������	

�����	 ���
 ���
�
Aq

�����
	
M

)	 �
���
q

����	 � , 
�
��
	 ����+���- ��
 �	
Aq0

� � � �	
�������
�� ����������	

M
)	 �

���� 
� � ��� 
���	 ��������	 �����	 )

%
( �����
	
M

)	 ������
���
q ∈ F

����	 �
�
���

	 �����	 �������
�
Aq → ε

"
%

( �����
	

M
)	 �

���� ��

q
a
→ q′

%�� �
q′ ∈ δ(q, a)

( ����	 �
�
���

	 �����	 �������
�
Aq → aAq′

�
,�	������
�	 �
���
����	 ��������� 
���
 � ��
���	 ���
�����

Aq

��������
	 ����� ��
	�� 	 � ������

L(Aq) = {x ∈ Σ∗ | Aq⇒
GM

∗x}.

83 ,/'0 ,*++'1**0 9'5/*++/ ) * *,/33*++/ +'0/***(',1/0 5'/+'9;;'/0 3 66('1/+3 ',,6 324, 3-919*
A → a
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a, b

b ��

b

,��� � �3) , ��
	����
		 �����
		 ����� ����
 �

�	����
���� � ���
� �	�	
x

�
����	 ����	 ��
���	 ���
���� � ��� ��
� 
���
q

�	

x ∈ L(Aq)
� ���

(q, x) `
M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F.

-�
��
���
 �	 �

�

L(GM ) = L(Aq0
) = {x ∈ Σ∗ | (q0, x) `

M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F}

= L(M) = L. 2

-�
� ��
��
 ����	 � �3 ����� ����
� �������� �
�
���
 �	 )

A1 → aA1 | bA1 | bA2

A2 → ε | bA2.

�	��� % �� ����� � �����$ $� $� �������$ $� ���$��� �$ $� ���������� ���$� � ���  
 $ $� � �

��
�� ��� � *����	
G = (V,Σ, P, S)

�
���� �
	���
		 �
�
���
 � � ���������	 �
�	
L(G)��		
����� ������ 
	
��
		 �����
		 ����� ����


MG = (Q,Σ, δ, qS , F )
���������
 )

•
$���� ���
���

MG

�	 ���
 �
�� �����
	
G

)	 ���
���� ����	 )

Q = {qA | A ∈ V − Σ}.

• MG
)	 �����
�� �	

G
)	 ����+���- ��
�

S
�������� �
��

qS
�

• MG

)	 ��+��������� �	 ��� � ��
	
G

)	 ������������
Σ

�

• MG

)	 �

���� �!�	��
�
δ

� ��� 
���
G

)	 �������
�
�� �
�	 � ��� �����
	 �������
���
A→

aB
����	 ����� ���
��� �	 �

���� �

qA
a
→ qB

%�� �
qB ∈ δ(qA, a)

( �

• MG

)	 ������
��� � ���� 	 �
��� � � �
�� �������

	 ���
��
�

	 �

����
G

)���
ε
��������
� )

F = {qA ∈ Q | A→ ε ∈ P}.

,�	������
�	 �
���
���� ��
���	 � ���	 ��������� 
	����
���� �
�
��
	
G

������� 
	 � � ���
��� ���
	

MG

�������� 
	 � ���
� �	�� 	 �
����	 ����	 �
2
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� �� � ��"
�"���� �") # �" ��('' �") � 	�"))
�()�" �� $
����� �������+� 
��� �
�
�� 
��� ��������	

���	� ��
�
 � ��
������ ��+��� � ��
�
 ��
������
��� ������ � ���
���� ��	 � �������� �		��� � ���
� �	� �
��	 �
�
��
	 ������ ��	 �
�	 �
����
���	 �

� � 	��� � �������	 � �� �  ��� � � ��  ������ � �$� � %	�� � ����
	� ���- �� �
����	
�
�	 ���- �� ( �����
�� 
�	 )

 $		��� ������+	 �
�
���

G

� � � ���
� �	�
x

� *	��
x ∈ L(G)

	#
� ��� �	��� ��� � � �	 �
��
��������
�� � � 
���

G
�	 � ����
	 ��� �
����� ������ � �	 ��

�
���� ��
�� �����
��� 	��� 
� � � �� �  ���$� ����� �� � � � 
���	 ��		��
��� � 	��� 
��� 

��
�	���	 �� ���
��
��
���
 ����� � ���	 �
 �����
�� 
� ���
��� �
��
�

	 �
��	�
�

	 �

2��������� �
�����	 �������+� 
	 �
��	 � ��	��� 
�	 � �����	� ����� ���
��
��+� �
����
��	� ���
	 ������
�	 ���
	����
�	 � ��		��� 	��� �	 �
�����

����!!� ���! ������ �!�! � � ����� � � � ���!!� �����

*����	
γ ∈ V ∗

�
�
��
	
G = (V,Σ, P, S)

����� ����� � �� � � ���
� �	� � � ����
S⇒

G

∗γ
� 1 ���+�

���- ��
���
S

� ���
� �	��	
γ

� ������� ����
	 � ����� 	 � �	��

S = γ0 ⇒ γ1 ⇒ · · · ⇒ γn = γ

��	����	
γ

)	 � ��
���� %	�� � ��
���
�	 (
G

)��� � �����	 � ����� �	 �

�	 ������
	 ����
	
� ����� 	 � ���� " ���� �

�

n
�

1 ���� ��������� �	 ������
���
 ��
�� � ����� � " �
� ��
��
 ����
a + a

��
���	 � �����
�
�
��
���

G����
%� � ��( ������
��� ���� ��� ������� � � � ��
����
	 )

%
(
E ⇒ E + T ⇒ T + T ⇒ F + T ⇒ a + T ⇒ a + F ⇒ a + a%

(
E ⇒ E + T ⇒ E + F ⇒ T + F ⇒ F + F ⇒ F + a ⇒ a + a%


(
E ⇒ E + T ⇒ E + F ⇒ E + a ⇒ T + a ⇒ F + a ⇒ a + a.

,���	��
�� � ��������� ���� �
��
���� ���� ) � ����
γ ⇒∗ γ′

�	 ���� � ���� %	�� � �!�� ���
��
���
�	 ( � � ��
���	

γ⇒
lm

∗γ′,

� �� ������
	 � ����������� �	 �������
��� �������� � ���
� �	�	 ����� �	����
�
����	
���
���	 ) �
� ��
��
 ���� � ���� %
( �	 ���	 � ���� � ����������
 � ���
�����	 ����� � ����
%	�� � �
���� ��� ��
���
�	 ( � ���� � ��
���	

γ⇒
rm

∗γ′;

�
� ��
��
 ���� %


( �	 �
�� � ���� � 2���
� �����
� � � �
�
�� � ��������
� � ��
���	
γ⇒

lm
γ′

� �
γ⇒

rm
γ′

�
2���
	 ��� ��
��� ���
��	 � ������� �� 	 ��
��� ��������� ��
	 ���
��
�	 ���	��� 
�

���� �
 � ��� �������� ) �
� ��
��
 ���� � ����� %
( 
 %


( ���� ��
��
  � ��� 
�� 
����	# ���
� �	��
�
� � -�
������� � � ���� 	�� � ������
�� ��� �	 �- ������
�� � �
� � �	 ����� ������	
� ���  ��� �� %��	����
��� � � ������� ( %	�� � ���� �� � ��	��� �� � ��
���
�	 ��( � ���	�
	����� ���� � �
	������	 � � ��� ���
��� �	 ���		��� � 
 � ���� � ��� ���������� ���		����
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a

F

T+

a

F

T

E

E

,��� � �5 ) 1���	
a + a

� ��		����� �
�
��
���
G����

�

�	 ����� -�
� ��
��
 ��
��
� ���� � ���� �
����� � ����� ������ ��� � � ������� � �5 �
����
� ��		����� �

���� ���
��� 
	 ��
���	 � ���
���� ���������
 ) �����	
G = (V,Σ, P, S)

������+	 �
�
�
���
 � , 
�
��
	

G
����
		 � ��		����� �	 � ��� ����� ��� %�

� ��� � � ���� ��	�
	 �����	

� �����
��	 ���	 �	 � ���
���� � ��� ���� ����� ���� �
����( � � ���� �	 �������� �� 
	�
����
�� )

%
( ���	 ������ �	 	
� ��� � ����	
V ∪ {ε}

��� 
�
��� �
�	 � ��� �
�������� 	 	
� � ����
���
��
�� %�� � � �������

N = V − Σ
( � � � ���
�����	 	
� 	� �	 ����+���- ��


S
"

%

( � ��
A

�	 ���	 � �	�
	 �
�������	 	
� 
 � � �
X1, . . . ,Xk

���� �	 � �����
��	 	
� � � ��� ��
������� � 	 

	

A→ X1 . . . Xk

�	
G

)	 �������
� �
���		�����	

τ
������ %	�� � � 
�� ( �	 � ���
� �	� � � ��� ������	 �

���� ���� ���	 �	 ���

�
������ 	 	
� � �
� ��� �������� % ����� ���� �
����#( � -�
� ��
��
 ����	 � �5 ���	 ������
�	 � ���
� �	�  

a + a
# �

������

S = γ0 ⇒ γ1 ⇒ · · · ⇒ γn = γ

�������� � ��		����� ����������	 ���������
 )
%
( ���	 ����	 	
� ��
 ���

S
" � ��

n = 0
� 	 

	 ������ 
 �� ��
�� ������ � " ����	

%

( � �� 	�
�� �
���� � ����������� �	 �������� �������
���
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������� %�� � ���� � ��( � *
�� � ���� ������	 ���� ���� ��� ���
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���	 �
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G
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G
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x
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���

G
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�
���
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L���� = L(G′����)
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��
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��
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�
�
���
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��
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� ��
��
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�� � �		��	 �
�
��
	

G
����
��� ������

x
�	 ���
����

G
)	 ����+���- ��
��� � � �	��
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��� � �����

A⇒+ Aγ
� ���	 �����
� ��
 � ����� ��
����	 
��
�	 �
�������	 � ��
 �

�	 � ����
	 ����
	

��������� �

�� ���
�

��� ���� �� � � ! ����! � ���!�� �!�!

*�
����� � ��		����	

��� ������	 ���� ��������
 ��������� ���
 � � �� �
�
��
��� �	 ����
�
		 �� 
	�
���� � ��� � ��		���	 � ��� ��
���� � ����� ����
��	� ����	 ����	 � �������
� ����� ���
���
��
���
 �	 � � 
�� ���		�����	� �����	 ���
���	 �

����� �������
� �	
���
����� � , 
�
���
� � � ���� �	 ��� � �� 
	�
���� � ��	����	 �� ��� ������ �� ������

-�
� ��
��
 �
�
���

G

��
���	 ������� 11 %3(�������	  ��
� +
� ����# ���
��	
E

����
����
�� %�� � � � 74( � & �
	 ������	

G
)	 ��	��� ��
���	��
 � �� � ��� �	 �
�	 �������� �
�
���


G′
)

E → TE′

E′ → +E | −E | ε

T → a | (E).

,
�
��
	
G′

������� 
�� ����
�� �	 ���� �� ��������� ����� �� � ����� ������	 � � � �
������� ���� ����+���- ��
���

E
����	 � -�
� ��
��
 ����	

a− a
� ��	��� 
		 ����� ������

����
 )
�������� ��
�
	� � 
���� � a − a 〈

�!
〉���
� 
��	� � E ⇒

lm
TE′ ⇒

lm
aE′ ⇒

lm
a− E ⇒

lm
a− TE′ ⇒

lm
a− aE′ ⇒

lm
a− a.

11 %3(������
��� �
�
��
�� ��
���	 �
�� �
���� ��
����� � ��		����� �� � ������	 �
�
��
� 
	 ���		��� 	��������
	� �����

�
�
	� ��������
	� � -�
� ��
��
 � 
�
��
	

G′
� ��� ����

��
���	 ��������� ������� "��
�
		 !�	��
����� �� � � � ��� ��+�� �	�	 � ��		���	 ���
������ �������� �	 ��������	 ����� �	 � ����	 �������
�� � ��� �������� � % �����
����#
� ��		����� �� ���� �
�	�
	 �������
�
�	 �������� 
�	 �
� ��	 ����
�

	 � ����
	 ���������
��+�� � �
� ��
��
 ����
	�	��
	�
� ��
 ����	��� �(

��2,/00/ �� �� < 1*' 2 +/',/33 '0 �� 
k
� < 1- +// ) 6,/002,;(9,/,,'0 /0- +*00'05 '/+',/,16 5-*-5,/,1* * + 
/,1:19:('-,1 ,�*0 < ;(9.-� '0- * 
/,1 ;*(,/ < � '1, k

,23�9+ +995*,/*.- 7 �905'0 /((*0 +**) /3;' 1/,955**,1' ) 6,/00/116 '/05'/+'9;;'/0 +-955* 9*1 0, 7 �� 
k
�:5'/+'9; '1 + 
/,1:19:('-,1 ,�*0 < 	'-,1 ;*(,/-� 7 / 6'./0 ) 6,/002,*+-9('13 '1 9*15-'1/05'0 ,/0 /((*0 3-15'55**3;'* /116 0''16 /' 56,'1/++6 16,,6 7



7� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

��� ����� ����� !
�

�� ��� )
���� � ����� � ) ���� ��� ��� ����� � ) ���� � ����� � )

���� ����� ��
�� �� �� �
 �� ��� ������ � �� �� � ) �� � �'� ) %

���� � ����� �
 

�� ��� ��� �� �� 
�� �� )
� �� ) ��� �� � �� )

%

���� ��� �� � ����� �
 

�� ���� && 
� 
�  
�� ��� ��� 
 �� ���� �� )
��� & �� �
�� �� )
� �� )

%
���� �� ���� && 
� 
�  

�� ��� ��� 
 �� ���� �� )��� & �� �
�� �� )
� �� )

%
����

�� ��� ��� 
 �� �� �� )
%

���� � ����� �
 

�� ���� && 
� 
�  
�� ��� ��� �� ��� �� )
��� & �� �
�� �� )

%
���� �� ���� && 
�
�  

�� ��� ��� �� �� ��� �� )
��� & �� �
�� �� )
� �� )
�� ���� 	& 
� 
�

����� ��� ������� !�� )��� & �� �
�� �� )
%
���� ����� ��� ����� ��� ( �
 
 �� !�� )%



� �� � �������� ����� ��� ���� 7�

�� ���� ����� �
 

��� & �� �
�� �� )
� �� )
�� � ��� )

%

-�
� ��
��
 ��+�� �	�� �� ����� ���
�������	 ��� �� � �������� �������� �
�
� )

� �� �� 

� �� �
� 
 �� ��� �� �� 

� �� �� �
� �� �� 

� �� �
� 
 �� ��
� �� �� 

� �� �
� 
 ��
� 
 ��

��� � �������� ������ ���	�� � ����� )

E ⇒ TE′ ⇒ aE′ ⇒ a− E ⇒ a− TE′ ⇒ a− (E)E′ ⇒ a− (TE′)E′

⇒ a− (aE′)E′ ⇒ a− (a + E)E′ ⇒ a− (a + TE′)E′ ⇒ a− (a + aE′)E′

⇒ a− (a + a)E′ ⇒ a− (a + a).

� �� ���
�

��� ����� ��! � ���!�!  ����

, �
���� ���������� 11 %3(�� 
�
��
� ��
��� ���� �
� �	 ���� �
����� ����
������
� ) �
�
���

��
�� ������ �������
�� � � �
�	 �
��� ����� ������� ���
����� � � � ���� � ����� %	�� �
	����- �( ���
��� ) ����
��

A
� � �
���

A⇒∗ ε
�

�����������	 �
� ���
	� �������� � ���		+��
�	 ������	
a∗b ∪ c∗d

������ �	 �
�	
��������� �
�
���
� )

S → Ab | Cd
A → aA | ε
C → cC | ε.

��� ���� �
�
���
� ���������� � ��		����� ���� �����
a
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b
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���
S → Ab

� � �� ����
c
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(V,Σ, P, S)
���
��
�

	 �

������ ����� ���
� ����� )�

. ��2�
(A) = {a ∈ Σ | A⇒∗ ax

� �����
	
x ∈ Σ∗}

∪ {ε | A⇒∗ ε}

= {A
)��� � �������
	 ����� �	�� 	 	�
�� �
�� � ��
�

}

∪ {ε
� � ��

A
��
 ���� 	���

};.*11*0
(A) = {a ∈ Σ | S ⇒∗ αAaβ

� �
����
	
α, β ∈ V ∗}

∪ {ε | S ⇒∗ αA
� �����
	

α ∈ V ∗}

= {
	 ����� ��
� � � ���� ��
��� ������

A
)�� � �����
	

G
)	 ����� ���������

}

∪ {ε
� � ��

A
��
 �
� �
�� ����� ������	 �������

}.
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� ��
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�	 �
� ���
�
�
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	 ���������� ������	 )
. �� 2�

(S) = {a, b, c, d},
. ��2�

(A) = {a, ε},
. ��2�

(C) = {c, ε}.*11*0
(S) = {ε},

.*11*0
(A) = {b},

.*11*0
(C) = {d}.

1��� 		���	 . �� 2��� ������ 	 � ���
��� � � 
�
�����
�
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�� ���������
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. �� 2�
(ε) = {ε};. �� 2�
(a) = {a}

��
�
���
a ∈ Σ;

. ��2�
(X1 . . . Xk) =





. ��2�
(X1) ∪ . . . ∪

. ��2�
(Xi)− {ε},� ��

ε ∈
. �� 2�

(X1), . . . ,
. �� 2�

(Xi−1), ε /∈
. ��2�

(Xi);. ��2�
(X1) ∪ . . . ∪

. ��2�
(Xk),� ��

ε ∈
. �� 2�

(Xi)
��
�
���

i = 1, . . . , k.

� 
�� ����
���	 � ���
��� �	 ������

��
		 ���� 		�� ���
���
�
��� � ���
� �	�
��� � ���
� ��
	�� �����
�
	 )

. ��2�
(L) =

⋃

ω∈L

. ��2�
(ω).

,
�
��
	 11 %3(���� ��
���	 	�� 
�� �
��� ���� ���
���
 ���������
 ) �
�
���
 �	 11 %3(�
�����
		 � � �� �	 � 
��� ����	�� ������� ��� ��	 ���
���	

A
�

�������� �������
����

A→
ω1

� �
A→ ω2

�
ω1 6= ω2

� �	 ��
� ���� )

. ��2�
({ω1}

.*11*0
(A)) ∩

. �� 2�
({ω2}

.*11*0
(A)) = ∅.

11 %3(�� 
�
��
	 ��
����� � ��	��� � ����������	 ��
���� ���������� �������	 �����	
�����	 %�
��� �����	 �����
 ��	����
����	 '��������� �� �
	�
� 
��� ��
����������� ����
������
���( )
#� ������ ���

��!�
�! � �� �� � ) ���� " �2������	 �������- ��
	 �����
. . .

� ��
 ����
>

3 �
�� �
	� ���
� ��
��� ��)��� -��*� %� �� ) ��� � ( " �� 
��
�	 ���
���� " ����� ��
 � ��
(�*(55**0 911*/0 ) 9-591 9'*1 ,',6+166 25,'116',1/0 ;661/3 /(55'/0 +',65,' 324, 12,) 60 3 /(55') 9090
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� �� � �������� ����� ��� ���� 74

. . .
�
������ �
��
�� �
�������
	 ��

��$�� ���� A
�������� � ����
���� �

��� ��)���
A
" �

A
)	 �������
��

A→ ω1 | . . . | ωn

�
� �/!

�  �� � !
[a11, . . . , a1m1

]

'�! �. �� 2�

({ω1}
.*11*0

(A)) = {a11, . . . , a1m1
}
�

� �/ ! ��������
�
A→ ω1

�

����� %
ω1

(
�!) ����
���
�  �� � !

[an1, . . . , anmn ]

'�! �. �� 2�

({ωn}
.*11*0

(A)) = {an1, . . . , anmn}
�

� �/ ! ��������
�
A→ ωn

�

����� %
ωn

(
�!) ����
-��*� %�

A
����� ��� ( �
 
 �� !�(�!) "

����� ���		� ��
	��  �����(ωi)
# �����
���� ���������� ������� ������������� ������ �	�� )

�����(X1 . . . Xk) ≡
�����(X1); . . . ; �����(Xk),

�
���
�����(a) ≡

�  �� � 6= a

'�! -��*� %�

a
������� !�(; �� � )' � �� �� � � ��	

a
�	 ����� ���
 "

� ����(B) ≡ B,
��	

B
�	 ���
� �

� � �� ����� ��!  ������ �!�! �� ���
�

 �����!

11 %3(��
�
��
� ���� ���
���� ���� � � ����� �����		+��� ��	�	 ��+����
		 �
�
���
������ �
2��������� �
����	 ����
 �
�
���
���		���� � � �
���  � ��
	# 11 %3(������
�
� �
�
��� � �
��
���	 ���	��� ����	 ������	 �

� � �	��! 
��  " !

,
�
���
 � � ���� �	 �������
��

A→ αβ1 | αβ2, α 6= ε, β1 6= β2


 ��
 ������� 11 %3(����� �� �����
		 �	��� ���
��� ��
���	 ��
�	�
	 ���� ��� ����� ����
�����++	 ���
 ���
�

A′
� � ������� ���� � � �������
�� �������
�
��� )

A → αA′

A′ → β1 | β2.

����� �	 ������ � ���
α

�	
αβ1

)	 � �
αβ2

)	 �
�
	 ���
		 ������� � �� � ��� � �	��
β1

� �
β2������� �
 ������� �

- �
� ��
��
 � 
�
��
���
G

%� � 77( �������

	 �������
��

E → T + E | T − E | T
*�*'1,' ,''06 ;9'55/-5,/++',/,,* 1*;*-5,/,,* < /116 *'09*

α
*0 1-911*3 * ;661/) 909 90
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�6 � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

��
� +
����� �
�������

E → TE′

E′ → +E | − E | ε.

� � � ��

"��! �	��� � 	! �������! ���
	� !�!
,
�
���
 �	 ������ �$ $� ���������� � � � �� � �����
	 ���
�����

A
� � � ���
� �	����

γ
�	

A⇒+ Aγ,

�
��� � ��
	��
α ⇒+ β

�����
���� � ���
α

)��� ��
���	 � �����
β

� ������� � � �	�� �
���� �	
���
	���	 ���
 ���� �

����� ��� �����

� 
		 �
�
���
 
 ��
 ������� 11 %3(����� �� ��$��
 ���	 �����
� � �� �
������ � �����

A⇒ Aγ
� ��
���	 ��
�	�
	 ������� ������� ���� �������
��

A→ Aβ | α, β 6= ε,

�������
�
���

A → αA′

A′ → βA′ | ε.

������
A→ A

����� �������
�� � � �� ����
�
� �	 � ��
���	 ���
	����
���
 � ����� � �
� �
-�
� ��
��
 �������
�
���

E → E + T | E − T | T

��
���	 � �
���� ���
�+	 ���	 �����
� ������� ���� 	 �������
�
���

E → TE′

E′ → +TE′ | − TE′ | ε.

����� �	 �����
�	 � �
��� �	 � �
������� � ������
��� ��
��� 
	�
	 � ����
		 �����
��+	 �
�
���
 ��
���	 	
� 
���
	 ���	��� 	� � ���������  ��� ��$�� ����� %	�� � � �
-���
	��� �� !��� ( � � 
��� ��
��
 �������
�� ���� ������

A→ aB1 . . . Bk, k ≥ 0,

��

S → ε

� � 
���
a

�	 ����� ���
 �
B1, . . . , Bk

���
��
�� � �
S

����+���- ��
 �

� ��� ��
�

� � �����	
�

� ������ �! ����� �!�!

$		��	 �
�
��
	
G = (V,Σ, P, S)

���
��
�

	 �

������ . ��2�� � � .*11*0 �� ����� ��
���	
��������� ����� ����
���
 ���������� � 	��� ���� �

-	�
	 �������	 . �� 2��� ����� )

�*'1,' ,''06 1*;*-5,/,,* < /116 (/5-(,'' '0/0 ) 9,19 90 6+'55//++/

A
*'09* 3 *,.9++'0/0 � 3-11* ,'++9 '0

A
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� �� � � �� �� �� ��� � ���� �� ������ ������ �� � 3

3� $�����	 �����
 ��
� 
�� �
�
��
	 �����
��
a ∈ Σ

)

. �� 2�
(a) := {a},

� � ��
�
�� ���
��
��
A ∈ V − Σ

)

. ��2�
(A) := {a ∈ Σ | A→ aβ

�	
G

)	 �������
�
}

∪ {ε | A→ ε
�	

G
)	 �������
�

}.

5 � , �����	 �
��	 �
�
��
	 �������
�
�� ���
 � �����
	 � ��� �������� � � ��
�����	 ������
��� � ��		� . ��2��� ����� 
��� 	�� ����� ) �����
	 �������
���

A→ X1 . . . Xk

����
���	 )

. �� 2�
(A) :=

. �� 2�
(A) ∪⋃

{
. �� 2�

(Xi) | 1 ≤ i ≤ k, ε ∈
. ��2�

(Xj)
��
�
���

j < i}

∪ {ε | ε ∈
. ��2�

(Xj)
��
�
���

j = 1, . . . , k}.

.*11*0 �� ����� � ���
����	 �
��	 . �� 2��� ������ 	 ������ ���������
 )
3� $ �����	 �����
 ��
� 
�� ���
��
��

B ∈ V − Σ
)

.*11*0
(B) :=

⋃
{
. �� 2�

(β)− {ε} | A→ αBβ
�	

G
)	 �������
�

},

� � ����+���- ��
��
S

�
����
 )

.*11*0
(S) :=

.*11*0
(S) ∪ {ε}.

5 � 2
��	 ��
�����	 � ��		� .*11*0 �� ����� 
��� 	�� ����� ) ����� 
	 �������
���
A→

αBβ
� � 
���

ε ∈
. ��2�

(β)
� ������	 )

.*11*0
(B) :=

.*11*0
(B) ∪

.*11*0
(A).

� �� � �#�#�&� �( � ���& ������ �# �" ��(' ��
,���� ���� �

���� �������+� 

	 �
�
��� 
�
	 ���
	����
��� �
�	 �� �	�

��	 ��������
���� 	� � ��������������$��� �� %	�� � ����
-�� ����� ���( �

���	� ����� �	 � ��� ���
	 �
�
��
	 ����
�	 � ��		�����	 ����� � � �	�� 	
� 	� �	 ��� �
- ��


X
� �� ������	  �
����
# � � ��� �	  �����
�#

X
�  � 
�������

	#

X
������
�  �	��
�# ���

	����	
X

)	 �������������� %	�� � ����
-���( � � � ��
���	
X.s

�
X.t

� 	 � ,�����
	
X

������
����
� ��		�����	 �������� �� ������	 ����	

X
)	 ����
-���
��� �
 �$� � ��� �� %	�� � 
	���	��( �

, 
�
��
	 �������
�
� 
	
A → X1 . . . Xk

�

����	 �
��	 ����
-����
	 ���$��� ����� �
� �
%	�� � ������
�	 ����( � � ���� 
�� �
���� � 
�	 �		��	 � ��		�����	 �����	 ����
-����
�

�� 	��� 
	 ����� � ���������� �	 
��� � � � �����
������� 	 ����
-����
�
�� 	��� 
	 ����
��
�� � 2��		+� ��
��� ���� � �
������� � 
	����
�
� !�	��
�
�� ����	�� � ��	��	 	

�	 �����
� 	��
	� �

	��� ��
	 ��
����
���
 ������
��� ����� �
��� � ������ 
	 ��	�	 ) �������
��	
A → X1 . . . Xk

�

�����
��� ���		+
��� ��� � �
	
�� ��
	 ���- ��
	
A,X1, . . . ,Xk

����
-����
�� � �



�5 � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

·v = −319

·v = 3

·v = 31

·v = 319

U

U

U

I

13− 9

D D D·v = 3 ·v = 1 ·v = 9

,��� � �7 ) $���
-���
�� � ��		����� �

-�
� ��
��
 ���������� �	 ��� ��
��
�
� ����	�
������ � ���������	 �������+� ��	 �
�
�
���

	 �

���� ����
-���
� � � 	

�	 �����
	�
���		+� �
�
��
	 ������� 
	 ����� 	 ����� 	
� ���
���� 
�	 � ,���	�
	 � ��		�����	

X
������
�	 ���
�������	 �

����	 ����
-����
�


�� 	��� �
X.v

� � �	�� ������
 ���
X

)��� ������	 	�� ��� �	�	 �������� " �
�� 
���
 � ���
�
�����	

v
�
�� 	��� �	 ������
 ��� ���� ���	 �������	� ����	 	�� ��� �	�	 �������� �

� ��
������� ��$��� �����  
��

I → +U I.v := U.v
I → −U I.v := −U.v
I → U I.v := U.v
U → D U.v := D.v
U → UD U1.v := 10 ∗ U2.v + D.v
D → 0 D.v := 0
D → 1 D.v := 1���
D → 9 D.v := 9

'������
� �	
U → UD

�

�������� �����
	�
���		+��� �	 ����� ������� 
	���
� ��
	���
��� �	 ���
��	 �
 �

	��� 
	 ������ 
�	 )

U1
�����
���� 	�
�� �
��� �������
���� �

	�

�����
U

)�� �
U2

��
��� � 	 � ����� ����������
U1

�

���� �������
�	 ����� �	 ����	 � �
U2�
��	 ����	

U
)��	 �

,������ � �7 �	 �
���� �����
	�
���	��� 	 ����
		 ������������ � �� �  ��� �� �
�
��
	
������� ��� ������  �� 34# � ,����	 �	 ������	 �����
 � ��
��� ������

��
��� 	����

	
����
-����
�
�� 	��� 
	 ���
�� �����
	�
�

�������� �

$���
-����
� 
�
��
	 ����
-����

t

�	 �� ������ � %	�� � ��	���
�( � � �� �	 ����	�
	 ����
����
� �	

A→ X1 . . . Xk

�

����� �����
	�
���	�+ �	 ������
A.t := f(A,X1, . . . ,Xk)

� � �� �
� ��
�� �
�� � ��� � ��		�������� ��	�
	 �����	 � ������
�	

t
�
�� 	��� �	 ���� �

����

��
	 �����	 �� 
	 � � �	 � �����
��	 ����
-����
�
�� 	��� 
	 ����
��� " �
� ��
��
 ���� ����
�
-����


v
�	 ��	���
		 � � ��	��
�� ����
-���
� ���� � ��������� %	�� � 
	��
�� ( �

$���
-����
�� �	�

��	 ���������� ���
���	 ������� ��	 �����
���� ��	���
�
� ����
�
-����� � � ����� 	 ��
���	 �����
�� ��� ���
 ������ � ��		�����	 ���
��� � ���	 ���	�



� �� � � �� �� �� ��� � ���� �� ������ ������ �� ��

·v = −319

·v = 300

·v = 310

·s = 100

·s = 10

·s = 1
·v = 319

913−

U

U

U

I

D D D·v = 3 ·v = 1 ·v = 9

,��� � �� ) '��
�
�����
	�� ������	 ����
-���
�� � ��		����� �

���������� ���
���		
��� � � 
���	 � �
������
��� ����� ��+� � �
���� 	 ����
-����
	 �����
�+ +	 
 ��
�	���	 �� � ��	��	 ����
-����
�
�� 	��� 
	 �

������������
�
	 
 ��� �����
� � � -�
� ��
��
 ���� �����	 � ��� ��
��
�
� ����	�
������ � ���������	 �
�
���

	 ��
��
�

	
�

���� ����� 	 ����� � ���
����� �� �	�

��� ��+� ���������
 � � �
������  � ��
�
�����
	#�
����
-����
�

s
� � ��	���
���  ����#�����
-����
�

v
������	 )

� ��
������� ��$��� �����  
��

I → +U U.s := 1, I.v := U.v
I → −U U.s := 1, I.v := −U.v
I → U U.s := 1, I.v := U.v
U → D U.v := (D.v) ∗ (U.s)
U → UD U2.s := 10 ∗ (U1.s), U1.v := U2.v + (D.v) ∗ (U1.s)
D → 0 D.v := 0
D → 1 D.v := 1���
D → 9 D.v := 9

,������ � �� �	 �
���� ��� �	 �� �	�

��	 ����
		 ����
-���
�� � ��		����� ������
 �� 34# �

$���
-����
�
�� 	��� 
	 ����� ��
���	 ��
	 ����� ������	 � ��		�����

	
��� � ����
���
� ���� ��������� � ��		������� ����
�

��
���
 � -�
� ���
	� ����� �	 ���������� ��� �� � �
� ��� ���	��� ��+��	� �		���� � ��
�� ��
�
� ������
�� 	� � ����� ���
����	 �

$ �
�� ��
�	 ������	 � ����� ��
������� �
�� �
����	 	�
	 �� ��	�
� � �
��	 �� �����
���
 " �
� ��
��
 �����  

(a + b) ∗ c
# �
�� �
����
�

	  

ab + c∗
# � � ����
�	 �
����	 �� ����	�

�� �
�	 � � ���
����	 �������	� �	 � ��� � ����� ��
������� 
 � 
���
	���	 ����
�� ������ �
�� ����
�
�	 ����
���� ��� �����	 
�� �
�� 
�	 � %����� ������ � ����� ������� ��� ������ ����
����	 �� � ��
��� ���������
� 
��� �(

2��������� �	 ����	�� �
�	 � ���
	����
�
� ��
�� ��
�
� ������
�� ���������	 �
�
���
�

	 �

���� ���
 ��	���
		 � � ���
� �	�����
		 ����
-����
 �� " ����	�
	 ���
���	

X



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

�

�����	 ����
-����
�
�� 	��� �	
X.�� ���� �	

X
)��� ������	 ��
������	 � ����� ��
��� �

� ��
�������  ��$��� �����  
��

E → T + E E1.
�� := (T.�� )̂(E2.

�� )̂(′+′)
E → T E.�� := T.��
T → F ∗ T T1.

�� := (F.�� )̂(T2.
�� )̂(′∗′)

T → F T.�� := F.��
F → a F.�� := ′a′

F → (E) F.�� := E.��
,
�
��
�� ��
���	 	�
�	 �����
	�
���	�+� 	 � ��� ���� ������
�	 ������

��
���
 ����

�
� ������� "��
�
		 ��
����� � ��	��� � � � ���� ����
-����
�
�� 	��� 
	 ����� �����
���	
������	 � ��		���	 �������� )�
��� ����� ����� !
���� ����� ������ !
���� ����� ��� ��� !
�

������� ��� �� �� "� ��$ � ! �����$$���� ��� � �"
�� ��� )
�
�� ��� ) "� �������� ��$� �"
���� � ��
�� �� ) ���� � ��
�� �� ) ���� # ��
�� �� )

���� ����� ��
�� �� �� �
 

�� ��� ������ � � � �� � ) �� � �'� )
%

"� �����$ ��  � �� ��� � � �"
���� � ��
�� ��� �
 

�
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� 
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� ����� ) "� ��� & � ��� !�� �"��� ��� ��� � �������� � �� ' � ��� � �� �� ) "� � !�� & �� '����� �
� 
� �"%

���� ��� ��� ��� � ���� � �� '� ) "� � !�� & � !�� �"���� ��� '� ) ���� ����� )
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"� �����$ ��  � �� #�� � # �"
���� � ��
�� ��� �
 

�
�� ��� ' � ���� )
�� ' & � ����� ���� ��� '� )
��� & � ����� ���� ��� '� )
# ��� '� ) "� �� ' & # !�� �"�� ���� && 
� 
�  

��� & �� �
�� �� )
� ����� ) "� ��� & � ��� !�� �"��� ��� ��� � �������� � �� ' � ��� � ���� ) "� � !�� & �� '����� �
� 
� �"%

���� ��� ��� ��� � ���� � �� '� ) "� � !�� & # !�� �"���� ��� '� ) ���� ����� )
%

"� �����$ ��  # �� � � �� � �"
���� # ��
�� ��� �
 

�� ���� && 
� 
�  
��� ��� ��� � �� �� ) "� # !�� & 
� 
 �"��� & �� �
�� �� )

%
���� �� ���� && 
�
�  

��� & �� �
�� �� )
� ��� � ) "� # !�� & � !�� �"�� ���� 	& 
� 
�

����� ��� ������� !�� )��� & �� �
�� �� )
%
���� ����� ��# ����� ��� ( �
 
 �� !�� )%

�� ���� ����� �
 

��� & �� �
�� �� )
�� & ������ ���� ��� '� )
� ��� � )
�� ��� ������ � � �� � )
���� ��� � )
�� � ��� )

%



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� �� � &	� 
 �" �)") � 	�"))
�� ")"�" �� 	

*�
����� � ��	��� 
		 �	 ���� � � ������ � ��		��� 	��� � 11 %3(�� 
�
�� 
�� )
n

� ��
	
� 
���
�	 ��+�� ���
� �	�	 ���
���� ����� �� ����

O(n)
� 11 %3(�� 
�
��
� ���� ��
�	�
	 � �

�
������� � ��� ���� � �
�
���
������ %� ���
	 �����		+��� � �	

	 �����
����

	 �

�����( �

�� � 
�
�����
�	 �������+� �	 �
�
��
	 � ��		���	��� �	 ������ �����
�� 
		 �� �
��	
���� ���� �� �

'�
������� � � � �
��
	 �
�
��
	 ������ �����
	 �������
	 � �	��� � ��
��
�

	 �����
���
�
� ��
��
 ������� ���� ��
��� %� ���������( ��
������ � ��		���� � ����� �����		+��� ��
�
�����
 ��������� �
��
��	 ���
����
	 � ������
��� ���� 	 ����
 � ���� � ����
���� ����
�
�
���
��� �������+� ���� �
�
��
��� �	 	
� 
���
	

n
����	 � 
���
�
� � ����� � ��� �		�
���
�

		 � ���� � �� �
O(cn)

��������� � �����
	
c ≥ 2

� � � ���
�� ���� ���������� ��
		 ��
�����
� ��		�� � ����� ���
�� ��	 	 ��
��
 ���
������	 � �	�
	

n
� ��
	 � 
���
�	 ��+��	 �
�

�
��
	����
����	 �
2��������� �
����	 ��� �	 ������� 
�����	 ���������
 ��
��� �����
 ��� ��
		 � �

	��� � � 	� � ������ 	�� � ���� ���� �� � � �	� ��$� ����� �� � 
�
�����
�	 �������+� �	 �
�
��
�
	 ������� 
	 � ���
� �	�� 	 ��		
���� 
�	 � � 	��� � ��
� 

 �� ����

O(n3)
� � 
���

n
�	

����
�����	 � ���
� �	�	 �
���� �
", ,������
�� 
� ����	 ���
�����	 	�
	 � �
���
	 �
�
���
���		���
� �

ε�
��������� ���! �� ���� �!�!

*����	
G = (V,Σ, P, S)

������+	 �
�
���
 � � ��
�
A ∈ V −Σ

�	 ���� � ���� %	�� � 	����- �( �
� ��

A⇒
G

∗ε
�

��� �	 % �+ � ���� ���� �� �����
���
� ���� ���$��� ���� G
���
�� ���
����� ������$� ��� ����$���� � G′ � � ���� � � ��� $�� �
��� ��$� � ���� � ���� �

� ��� � 1���+���- ��
	 ���� 	��� 
��� 
 ��
�� ������� � � ��
ε ∈ L(G)

�
��
�� ��� � *����	

G = (V,Σ, P, S)
� 2�� 
����	 	�
	

G
)	 ���� 	����� ���
��� ���������
 )

%
( ������	 �����


&	11
:= {A ∈ V − Σ | A→ ε

�	
G

)	 �������
�
};

%

( ��
�����	 �
��	 �������� &	11�� ����	 ���� 		���� ����
��� � ��		� � ����� 
 	��
����� )

&	11
:=

&	11
∪

{A ∈ V − Σ | A→ B1 . . . Bk

�	
G

)	 �������
� �
Bi ∈

&	11 ��
�
���
i = 1, . . . , k}.

��� �	 � ���	 ��������	 ���
	
G

)	 �������
�
A→ X1 . . . Xk

��
��
	 ����
��	 �������
�
�
�	 � ������� � � ���� ���� ������

A→ α1 . . . αk,
�
���

αi =

{
Xi,

� ��
Xi /∈

&	11 "
Xi

��

ε,

� ��
Xi ∈

&	11 �



� �� � ���� ��� ���� ������ ������ ����� ��

1�����
 � �
�����	 ��
��
 ������
A → ε

����� �������
�� � ��� � �
�������	� �	 ��+� ����
����
�

S → ε
� �����	 �������������	 �
�
���

	

G′
���
 ����+���- ��


S′
� � �
�� �������
��

S′ → S
� �

S′ → ε
�

2-�
� ���

ε
��������
�
�	 � �
���� 
���� )

S → A | B

A → aBa | ε ⇒ (
&	11

= {A,B, S})

B → bAb | ε

S → A | B | ε

A → aBa | aa | ε ⇒

B → bAb | bb | ε

S′ → S | ε

S → A | B

A → aBa | aa

B → bAb | bb.

� �����"��������� ���! �� ���� �!�!

'������
� ������
A → B

� � 
���
A

� �
B

���� ���
��
�� � �	 ������
� ��
����� %	�� � �	
�
�������
�	 ( �
��� � 	 % �� � �� �� ���� �� �� ���
���
� ���� ���$��� ���� G

���
�� � ��
����� ������$� ��� ����$���� � G′ � � ���� �� �$� ������
� ��
�������� �
��
����� � *����	

G = (V,Σ, P, S)
� 2�� 
����	 	�
	

G
)	 ��	�
	 ���
��	  ���
��+������ ��#

���������
 )
%
( ������	 �����
 ����� 
	

A ∈ V − Σ
)

F (A) := {B ∈ V − Σ | A→ B
�	

G
)	 �������
�

};

%

( ��
�����	 �
��	 ������
�
F

�� ������ 	 ���� 		���� ����
�
�� � ��		� � ����� 
��� 	��
����� )

F (A) := F (A) ∪
⋃
{F (B) | A→ B

�	
G

)	 �������
�
}.

��� �	 � ���	 � �
�����	
G

)��� ��
��
 ���
��+�������
�� � � �
�����	 	

�	 �
� ��	 ��
��

� ������
�� �������
�� ������

A → ω
� � 
���

B → ω
�	

G
)	 
����
��+�������
� � �����
	

B ∈ F (A)
�

2-�
� ���
	� � �
�����	 ���
��+�������
�� ���� �������� �
�
��
���

S′ → S | ε

S → A | B

A → aBa | aa

B → bAb | bb.



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� ��
��
�	 ���
��+������ �� ���� )
F (S′) = {S,A,B}

�
F (S) = {A,B}

�
F (A) = F (B) = ∅

�
,������ ���� ���
��+�������
�� ���� �
������ ������� ������	 �
�
���


S′ → aBa | aa | bAb | bb | ε

S → aBa | aa | bAb | bb

A → aBa | aa

B → bAb | bb.
%���� ����	 � ��� ���
�

S
�	 	�� 
�� ��
����  �����# � �� � � 
 ��
 �

	��� � 
	���	 �
�
��

� 
	 ����
�	 ����	 � ������� � ��+� ������ ���
��� ��
���	 ���������� � �
���� �
�
��
���
��� �	����
���� �����
�� 
��� %�� ( �(

��� ���! !�� �� �� ����

,�����+	 �
�
���

G = (V,Σ, P, S)

�	 ���� ���  ��� ��$�� ��
���� %	�� � "��� ��� 	���
� �� !��� ( � � �� �	 ���
��
��� 	
	���	

S
�	 ���� 	���� � � � � ������
��� �������
���

S → ε�����	����� ���� ���� �������
�� ���� ������
A → BC

��

A → a

� � 
���
A,B

� �
C

����
���
��
�� � �

a
�	 ����� ���
 � 1
����
 ����
���	 ���
	����
����	 �����
 � ��� ����+���- ��


S

 �

		� � 
	���	 �������
�	 �
����� ������� �

�	��� % �# � ���� ���� �� �����
���
� ���� ���$��� �� �� G
���
�� � ��
����� ������$� ��� ���� ��

��  ��� ��$�� ����� � ���$���� � G′
�

��
�� ��� � *����	
G = (V,Σ, P, S)

� � 
���
 ����+���- ��

S

�

	���
G

)��� � �	�
	 �������
�	
�
����� ������� � �����	 �����+ +	 ���
 ����+���- ��


S′
� � �
�����	

G
)�	 �������
�

S′ → S
�

'�
�����	 �
��	
G

)���
ε
��������
�� � � ���
��+�������
�� ��� �� 	 � �7 � � � �� ��	������
�
��� �

� �� �	 � ���	 ��
��

G

)	 �������
�� ���� ������
A → a

��

A → X1 . . . Xk

�
k ≥ 2

%��

S → ε

	
S′ → ε

( �
1
�����	 	�� �
�
���

	 �����
	 ����� ���
�

a
����	 ���
 ���
�

Ca

� � �
�� �������
�
Ca → a

� ,�������	 �
��	 ������
	 ������
A → X1 . . . Xk

�
k ≥ 2

� ������� �������
����
	�
	 ��
��
 ����� ��
� � � ���
��� ���
��
��� � � � �
��	 ���� �������
� �������
�� �������

A → X1A1

A1 → X2A2���
Ak−2 → Xk−1Xk,

�
���
A1, . . . , Ak−2

���� � ���	 ���
� ���
��
�� �
%�������	 ����	 ���
 �������
�� ����� �	 �

� �
������	

A → X ′
1A1

A1 → X ′
2A2���

Ak−2 → X ′
k−1X

′
k,

�
���

X ′
i =

{
Xi,

� ��
Xi ∈ V − Σ;

Ca,
� ��

Xi = a ∈ Σ.) 2
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-�
� ��
��
 ����������� ��	������
��� �
�
���

	

S → aBCd | bbb

B → b

C → c

������	 ������	� �
�
���


S → CaS
1
1

S1
1 → BS1

2

S1
2 → CCd

S → CbS
2
1

S2
1 → CbCb

B → b

C → c

Ca → a

Cb → b

Cc → c

Cd → d.

�� �������!����� ��� �
�

� ������ �

*����	
G = (V,Σ, P, S)

������+	 �
�
���
 � 1���	 � �� 	�� ���� ��
���	 ������ � ���
G�	 "��� ���	 	��� ���
�������� � ,������ � �������� �		��� � ���
� �	�

x
�
�	

L(G)��
���	 ����+
	 �����
��� ���������
 )

•
���

x = ε
� 	 

	

x ∈ L(G)
� ���

S → ε
�	

G
)	 �������
� �

•
������ ���������� � ��
���	

x = a1 . . . an

� � �����������	
x

)	 �
 ���� �	�� 	 �������
� 
��� �
� ��
���	

Nik

)��� 	

�	 ���
��
�	
A

� ������ � � �
��� ��
���	 �������
x

)	 � ��
�
����
i������ �

k
� ��
	 � 
���
		 ���� �	�

xik = ai . . . ai+k−1
)

Nik = {A ∈ V − Σ | A⇒
G

∗ai . . . ai+k−1}, 1 ≤ i ≤ i + k − 1 ≤ n.

2�����
 �	
x ∈ L(G)

� ���
S ∈ N1n

�
������

Nik

��
���	 ����� �������
� ���� ����
��� ���� �	�
��� �
���

	 ������

	 ���
��
	��
�
	 	�� ����	 � -	�
		��
	 �	 ��
�
��� ���
��
���

A
� � ������
	

i = 1, . . . , n
��
�

� ����
A ∈ Ni1

� � �� � � ��
	 � ��
G

)��� �	 �������
�
A → ai

� *��� �	��
�����
���
k ≥ 2���� ����	 � ��� �����

G
�	 "��� ���	 	��� ���
�������� � 	

	 ���
�����

A
��
���	

� ����� � �	�
xik = ai . . . ai+k−1

� � �� � � ��
	 � �� � �	�
xik

��
���	 � ���� ����	 ����� �
���	 ����	

xij = ai . . . ai+j−1
� �

x(i+j)(k−j) = ai+j . . . ai+k−1
�
j = 1, . . . , k− 1

� 	 

	 ���
� �����
	 ���
�����

B
��
���	 � ����� �������

xij

� � �����
	 ���
�����
C

��
���	 � �����
��������

x(i+j)(k−j)
� � �

G
)��� �	 	�� � ���
��� ���
����� �������
�

A → BC
� � �� �

������� � ����� ��������	 �������
	�
� 	�����	 � ������ 	
Nik

��������� 
���
 )
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i→
Nik 1 : b 2 : a 3 : a 4 : b 5 : a

1 B A,C A,C B A,C
2 S,A B S,C S,A −

k ↓ 3 ∅ B B −
4 ∅ S,A,C −
5 S,A,C −

,��� � �� ) ", ,������
�� 
	 ����	���������� �

S

b a a b a

C

B

C

B A A B C

,��� � �� ) -��� ", ,��������	 ����
		 � ��		����� �

������� � Nik

$��� �� � � �
%
( $ �����	 �����
 ��
�
���

i = 1, . . . , n
)

Ni1 := {A ∈ V − Σ | A→ ai

�	
G

)	 �������
�
}.

%

( � ���
����	 �
��	 ��
� 
��� ���� �	��
�����
���
k = 2, . . . , n

� � ������
	
k

��
�
���
� ������
�
��� ��������
���

i = 1, . . . , n − k + 1
� ����	

Nik

���
��� �������	
�����	 �����	 )

Nik :=

k−1⋃

j=1

{A ∈ V − Σ | G
)��� �	 �������
�

A→ BC,
�
���

B ∈ Nij

� �
C ∈ Ni+j,k−j}. 2

-�
� ���
	� ", ,������
�� 
	 ������� 
���� �����������	 "��� ���	 	��� ���
�����
��� �
�
�
���
�

S → AB | BC
A → BA | a
B → CC | b
C → AB | a



� ��� � �� �� ��������� �3

Nik

,��� � �4 ) ", ,������
�� 
	 ����	��� ��� ���� �

9,) *-,25,'554 *

0*-,*;66 *
,241/0*-,* *

1240*-,* � *
;'09

0
�

.
+
&

1-;0'

δ

q1 q2

q0

,��� � �36 ) ' 
	������ ����
 �

� � ��+�� ���
� �	��
x = baaba

� $ ����
�� 
	 ����	�� �	 ����� ���������� ����	 � �� ����
����	 �
���� ���� ������� � � ���� ���������� ����+���- ��


S
������ � ������	

N15
� � ��	 ����

�����	 � ���
x

������ �
�
��
	 ������� ��	 �
�	 � ���������	 � �� �	 � ��
��� 	����

	
��+� ���
 ����+���- ��
	

S ∈ N15
 � ��������� �# � � ��� ����� ���������� ������ ��+�� �	�	

baaba
����	 � �� ����
��� � ��		������� �

, �
���
 ����	 ",,������
�� 
	 ����	��� ��� ���� �	 ����
		 � ��� � ����
	 � ������
Nik

� ���
�
������� ����	 
	���
	

j
�������� �������

1
�����	

k − 1
��� �	�
��
���
 ���������

Nij

� ������
Nik

 ����
# � � �
���	���
�
Ni+j,k−j

�
��
	 �

��  � �
���
	# %���� � �4( �

� �� ! �)($��(� $$� ��

2�� ��	 �����	 ��
	 ���		+��
�� �
�� ��
���	 ��		
���� �����
�
��� ����� ���
��� � ������	
�������+� 
�� � 
�
�� ����� ����
�������
��
	�
 	� � � � ������ ������ %	�� � ������!	 ���
��� ���( ������ �

�	��
�

� 
���
 � 
	������ ����
 �	 �����
		 ����� ����
 � � ���	 �	 �
����� ���
 � ��	�
���
�
���
 ����+	 ��
 ���� %���� � �36( � ��+	����	 �����+ 
 ��
�	���	 �� ��� �
���� ���	�� � ���	
�
�� �	 �
��� ����	
��
�� � � ����) ����� ����
 ��
 ���� � � �
�� �
���� ��
	 	����	 ��
�	 ����
��	 � � � ��������	 ���� ��	 �
�� 
	 �
�� �
���� 
��	 � ���� � �	 ������ �����
� �

� 
�
	
� ���
 � �
� � .��� ���
��
 ��� � 
�� ��
���	 ������ ���������
 )



�5 � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� ���
���� % �� � � ������ ����� %	�� � ������!	 ����� ���	 ( �	 ����
���

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ),

�
���

• Q
�	 ��$�� � �����
		 � ����� "

• Σ
�	 ��
����������"

• Γ
�	 � � ���������"

• δ : Q× (Σ ∪ {ε})× (Γ ∪ {ε})→ P(Q× (Γ ∪ {ε}))
�	 %� ���������
		 ( ������� �� � ����"

• q0 ∈ Q
�	 �$�� ��$�"

• F ⊆ Q
�	 ��������� �� � $��� ���$�� � � ����� �

2

���� �!�	��
�	 ����	

δ(q, σ, γ) = {(q1, γ1), . . . , (qk, γk)}

����
	�� �	 � ��� �������	 �
�����
q

� � ���
����	 ��+�� ��
	
σ

� � �
	�� ��
	
γ

����� ����
�
 ��
 �

���� � ���	�
	 �
��
���

q1, . . . , qk

� � ������� ����������
 � 
	�	 �����
�� �
�	 � ��
	
� �����
	 � ��
���

γ1, . . . , γk

� %' 
	������ ���
� ���� �

� � ���� ���
��� �	�� �����	 ���
������ � ������� �( ���
σ = ε

� ����� ����
 �� �

���� �	 ��+�� ���
� ���� ���� " ����������
 � ��
γ = ε

� ����� ����
 
 �� �
	�� ���
� � � ���
 �
�� �
���� � ���
 ��� �
	�	 ����� ��	���
�����
�� �
��� � ���
� � �
���� ���� % ����#��� ����
�( � ��� �
	���� ����� � ���
 �	

γ 6= ε
� �

�
�� �
������	� �	
γi = ε

� � 
	���� � �
�����	 �	 �����
�� �
		 � ���
 % � ��#��� ����
�( �
$���� ���
	 ��$�  � �	 ���� 
���

(q, w, α) ∈ Q×Σ∗×Γ∗
" �
�� 
���
 ����� ���
	 �$�� ��$�  ���
����$ $� x

�	 ���� 
���
(q0, x, ε)

� � 
��	�	
(q, w, α)


	��
�

� 
		 ����
	�� �	 � ��� ����� ����

�	 �
�����

q
� ��+�� ���
� �	�	 ���
���� ��+	 ��� �	

w
� � �
	���� �	 �������� ���� ���
	

� ���
� �	�
α

�
� 
��		

(q, w, α)
� �� ��� ������ �
��	��	

(q′, w′, α′)
� � ��
���	

(q, w, α) `
M

(q′, w′, α′),

� �� ��
���	 �
�� �
����
w = σw′

�
α = γβ

�
α′ = γ′β

%
|σ|, |γ|, |γ′| ≤ 1

( � �
�	 ���

(q′, γ′) ∈ δ(q, σ, γ).

�
��		
(q, w, α)

� �� ��� ��$� ���� �� (q′, w′, α′)
� � ��
���	

(q, w, α) `
M

∗(q′, w′, α′),

� �� �	 ��� ���� �
��		� �	�
(q0, w0, α0)

�
(q1, w1, α1)

�
. . .

�
(qn, wn, αn)

�
n ≥ 0

� �
�	 ���

(q, w, α) = (q0, w0, α0) `
M

(q1, w1, α1) `
M

· · · `
M

(qn, wn, αn) = (q′, w′, α′).

'
	������ ����

M

�������� � ���
� �	�	
x ∈ Σ∗

� � ��

(q0, x, ε) `
M

∗(qf , ε, α)
� �
����
	

qf ∈ F
� �

α ∈ Γ∗,



� ��� � �� �� ��������� ��

a, ε/A

b, A/ε

b, A/ε

a, ε/A

b, A/ε
q2q3

q1q0

b, A/ε

,��� � �33) , 
�	
{akbk | k ≥ 0}

��		
����� �
	������ ����
 �

�

� � �� � ��+��	 �������� �	 � �����
	 ������������ ������
����� " ����	
M

��$���
x

)	 �
$���� ���
	

M
��  ����� � ���$� �	 )

L(M) = {x ∈ Σ∗ | (q0, x, ε) `
M

∗(qf , ε, α)
� �
����
	

qf ∈ F
� �

α ∈ Γ∗}.

-�
� ��
��
 
����		+��
		 ������+	 �
�

{akbk | k ≥ 0}

��
���	 ��		
���� �������	��
�
���� �
	������ ���
��� )

M = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {A,A}, δ, q0, {q0, q3}),

�
���

δ(q0, a, ε) = {(q1, A)},

δ(q1, a, ε) = {(q1, A)},

δ(q1, b, A) = {(q2, ε)},

δ(q1, b, A) = {(q3, ε)},

δ(q2, b, A) = {(q2, ε)},

δ(q2, b, A) = {(q3, ε)},

δ(q, σ, γ) = ∅
��
���

(q, σ, γ).

-�
� ��
��
 ��+�����
aabb

����� ����

M

��
� 

 ���������
 )

(q0, aabb, ε) ` (q1, abb,A) ` (q1, bb,AA)
` (q2, b, A) ` (q3, ε, ε).

,����
q3 ∈ F = {q0, q3}

� �	 �

�
aabb ∈ L(M)

�
� �+� �
	������ ���
�� ��
���	 ��
���� ����
� �
��� �����
��	 ����� ����
	 �
���

����

� �����
�
�� ������

��
���
 � �
���� ���� � -�
� ��
��
 ���
		 ����� ����

M

��
��
�

	 �
��
��� ����	 � �33 ����
�	� ����
�	� �

' 
	������ ���
��� �	 �������+� 
	 �
��	 ���
���� � � ���
	 � ��		��� 	��� 
	 ��
�
������� �
���
	 ����� ��� � � � ��� � ������ 	

�	 ����������	 �������+� 
	 �
�
���
�
	 ��	��� )

�	��� % �1 � ��$� � �� ���
��
 � � �� � � ��� � �� �� ���
�� ��  ����� ����
����� � ������$ $��
� � ������ ����$ $� �

2



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

ε, S/aSbS

ε, S/bSaS
ε, S/ε

ε, #/ε

a, a/ε
b, b/ε

ε, ε/S#

q0

q

qf

,��� � �35 ) , 
�
���
�
{S → aSbS | bSaS | ε}

�������� �
	������ ����
 �

ε, ε/X1ε, ε/Xk−1

⇒

α, β/Xk

α, β/X1 . . . Xk

· · ·

,��� � �3� ) � ���
� �	�	 ��
	�� 
		 �
	��	 �

1���	 � �� ���
���� �
�������	 ����� � ����� � �
����	� �		���� �
�
���
�
G

��������	
�
	������ ���
	

MG

��
� 
		���� �	 � ���
MG

)	 �
	�	 ���������� 
		 ��+�����
x

	������
��

G
)	 ����
�	 ����� �	 ����� ����	

S⇒
lm

∗x
�	� 
��� ) � �� �
	�	 �����
�� �
�	� �	

���
�� ���
 � ��������	 � ���
	
G

)	 �������
��� � � �
�����	 �
	�	 �
		��� ��������� � ��
� "
� �� �
	�	 �����
�� �
�	� �	 ����� ���
 � � ���
����	 ���	 �������	 ��+�� ��
	 ��	��� �

-�
� ��
��
 � 
�
���
�
{S → aSbS | bSaS | ε}

������ ����	 � �35 ����
		 �
	������
� ����
 � %' 

�����	 ���	��� 
���
 �	 ������� � �35 ������� ����	 � �3� ����
��� ���		���
���
���		� ��
	��� �(

-�
� ��
��
 ��+�����
abab

�	 ����	 � �35 ����� ���
��� ������� ��������� ����	�� )

(q0, abab, ε) ` (q, abab, S#) `∗ (q, abab, aSbS#)
` (q, bab, SbS#) `∗ (q, bab, bSaSbS#)
` (q, ab, SaSbS#) ` (q, ab, aSbS#)
` (q, b, SbS#) ` (q, b, bS#)
` (q, ε, S#) ` (q, ε,#)
` (qf , ε, ε).

��� � ������ �		��	 �
�
��
	 ����
��� ����	
abab

���	�� � ����� )

S ⇒ aSbS ⇒ abSaSbS ⇒ abaSbS ⇒ ababS ⇒ abab.



� �� � � �� �� ��� ���� ��� � ������ �� ��� ��� ����� �7

' 
	������ ����

M

�	 
����� � �� �� � � � �� � ���
���� �
��	����
(q, w, α)

�	 	
	���	 ���

� ������
		 ������ �

(q′, w′, α′)
� � ����

(q, w, α) `
M

(q′, w′, α′)

-��� �
� �	 �������	 �����
��	 ����� ����
	 � �������	 5 �5 %� � �6( ����
	 
 � 
	������
� ����
	 �������� �� ��
� ���� � ���	 ���
����� � ������� � � ������ ����� ���� ��
���� ������ �
� �� ��� 
����� � �������� - �
� ��
��
 � 
�


{wwR | w ∈ {a, b}∗}
��
���	 ��		
���� ������

� 
	
��
���� � ����� 
 ���� 
	
��
���� �
	������ ���
��� � %���
���� �
�������	 �(
,�����+	 �
�
 �	 
����� � ���� � � � �� � ��
���	 ��		
���� � �����
	 ���� 
	
��
����

�
	������ ���
��� � � ��� 
	
��
��	 �
��	 ������ �	 �������+� 
	 �
��	 � ��		�����
����
���
		 � �
��� �

�	 �������� �
�� ��
���	 � ��	��� ����
���
 ��������� 
	 ��
	 ��
�� �
� ������
���
 ������ 
	
��
�	 ����� ���
	 ����
��� �������+� �� �
�� �

� �� � � ��"
�"���� �") # �" ��") &$� ( ���#����$
,������+� 
��� �
�
�� 
��� ��
���	 ������ ����
	 ��� �
� ��
��
 ��� �� �
	�
�
��	 ��	����
�
	 �

��
��� � ��
���
	 
��������+� 
� ��	����
	 �

��
�� �
������ ��� �� �
	�
�
�
��� ����
��
�
���
 ��� �� �	 �
 ��
	 ���	���
��������
����

	 ) � �� �
� ��
��
 ����
���	 ��� ��
��

������� �� �	 �
������ 			 �����+� � ��
 ��� ��� �� �	 ��� �
������ ��
��
	 �

	� �������
��� 	 !�	��
�
�	 � ���
����� �

, ��
		 ��+���� �		��	 �
�	 ���
���� 
�	 
��������+� ���
 �	 ���		+��
��	 �
��
�	 ����������� �	 %1�� � 5 �� � � � ��( ����
	 � �����
���
� �� ���$�� � �������$��� � �
-��	� ���		+��
��	 �
��	 �������	 �	 � � ��� 	�� � ���
� �	�� �	 ���������� ��� �	�
�
��
���
 ������� ��
����� � �����
��	�� ���
� ����� ��		���	 ��+�  

uvwxy
���� �	# 	
� ��� �

��� � 	 % �2 �����(� ��� � 	 � � $��� L
�����
��
 ���$�� ��$ $
� � �$�� ���� ��$ $�� � 

n ≥ 1� ���� � ��� ���� �� z ∈ L� |z| ≥ n� ���
�� � ���� ���� z = uvwxy
���� � ����

���
|vx| ≥ 1�

����
|vwx| ≤ n�

�����
uviwxiy ∈ L

�����$ $�
i = 0, 1, 2, . . .

�

��
����� � *����	
G = (V,Σ, P, S)

"��� ���	 	��� ���
�����
		 �
�
���

L

)�� � � ���+
	 � 
��
�� ����	��

G
)	 � ��		�������� � � �	�� ������ %' �
�
�� �	 ������� ���	 ������	 ����	

�
����( �	
h

� �	 	
	���	
2h ���� � ��
�
	 ��	� 	 � � 
	�� ����	��

z ∈ L
� ���
���� � ��		���

������ �	 ����� � � �	�� �
���� �	 ���
	���	
log2 |z|

�
* ����	

k = |V − Σ|
�
�
��
	

G
���
��
�	 � ���� � $�����	

n = 2k+1 � �����������	
� ����
	

z ∈ L
�
|z| ≥ n

� � � �	 � ����
	 � ��		������� �
-���
�	 	�� ���� ������ �	 ����� � � �	�� �
���� �	

≥ k + 1
" ����� � ������ �	 �

� � �	�
	

���
��	 ��
�������� � ��� ��
���� �	 � �	�
	 ���
��	
A

��
�������� � � ��� �	 � ���	
k + 2��
�� �	 �����	 � ������� � � ���
� �	�

z
��
���	 	�� ��
���� ����	 � �3� �
���� ���� �������

z = uvwxy
� � 
���

w
�	

A
)	 ��
�� ���� 
�� 	��� ���� ������� ���� �	� � �

vwx
���������


� ��� ����
A

)	 
�� 	��� ���� ������� ���� �	� " ���� �	�� ������	 � �������

S ⇒∗ uAy ⇒∗ uvAxy ⇒∗ uvwxy.



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

A

yx

x

xwv

v

vu

A

A

A

A


yxwvu

SS

⇒

,��� � �3� ) ,������+� �	 �
�	 � ���
� �	�	 �������� �

,���� �

�
S ⇒∗ uAy

�
A ⇒∗ vAx

� �
A ⇒∗ w

� ���� �	�� �
v

� �
x

��
���	  �������#
w

)	
�����
��� )

S ⇒∗ uAy ⇒∗ uvAxy ⇒∗ uv2Ax2y ⇒∗ . . .⇒∗ uviAxiy ⇒∗ uviwxiy.

2
�	
uviwxiy ∈ L

��
�
���
i = 0, 1, 2, . . .

�
,���� �
�
���


G
�	 "��� ���	 	��� ���
�������� � �

A ⇒∗ vAx
� �	 ������

|vx| ≥ 1
�

,���� ���	 ���
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• Σ

'& *'&��& K".IJOOMMTKITh
• Γ ⊇ Σ

'& *'&��& EOA@O/OOMMTKITh ')�$�$  & Z �$$% ( ��*#$
., / /∈ Γ

h
• δ : (Q−{qijj , qklm})× (Γ∪{., /})→ Q× (Γ∪{., /})×{L,R}
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∆ = R
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Z & ##&
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∆ = L

h
• q0 ∈ Q− {qijj , qklm} '& *'&��& OUMA IDUOh
• qijj ∈ Q
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Q& (  +8'))#"# ) "*�&$':  P$#) &&�: '&':  R Z *�&&�" )^=$%%+=!%*"=!%& 6 :'" "�)) #&�& '& ')�(  "" ; a'&�

M̂
!'#8  & �8�))��& (��&$  "$ &8 �8#(  ))#>"�*"# �8�))#"$�& ) �"�#8�& *'&"$��*$#'#)) ;

� *"#$= #"*'+$ #"�(( #& " &' �& *'&�
M̂

$'#( ## "���  ! "$# ; <  �+ )) 0
M̂

"%#)=$$%% *'9#'$ "=^$�: '&'"$ :  & �+ )) � "� "#(�)'# *'&��&
M

$=^& �+  h *�&*#& "#(�)'#$ ! & ) "*�&& & )�*"#
M̂

*'9#'# "=^$$��& & �+ )$ 0 & �+ ))� � :  9==+*## 9 '#" P"' ; *'�!  $=+: %( ��*�#)>)%R & �+ ))� � �8�))#"�& ) "*�&& & : %): #)$% (  +8'))#"�"$# : %%&��$ ( ��*#$ ; < �+ )) 2
M̂

9#$%%*#�:   !�'�'"" ')�! & ) "*�&& & [: %�: �"$="&�( ��'"$ \ ; . �*�(( #& " &' �& Z ')*''&
r

"���#&
M

Q& "##�$=( %_�&*$#'&  �!': '�*'& *'*' ; .%))^#&
M̂

Q)) '& ��#$=#"�$ & �+ ( ��*#$
D1, . . . ,Dr

Z: '#"$ *''"$�!# : '&':  "� /�&��'# & �+ ))� 2 * &'&#"�"" : %�: �"$=*"�""% P
ε
Z
D1

Z
D2

Z
. . .

Z
Dr

Z
D1D1

Z
D1D2

Z
. . .

Z
D1Dr

Z
D2D1

Z
. . .

R ; a�$ *#& /�&��'#$� : '&' *'+8�&
M̂

"#(�)'# =+8�&
M

Q& '"#$$ #"�& ) "*�&& & Z : '"" �9%8�$��( #&#"$#"�$ ! )#&& $ $�+8%%& *')( '"& �+ & *''8#: '>&'& #)(  #"�(  )) $ ! )) ; � "#( ��*#*"# : '" *')( '"& �+ )) '& : '&'
D1D3D2

Z & ##& �&"#(( %#"�""%"##�$=( %""% ! )#$  & ! #+$' �+$' 0Z $'#"�"" ! #+$' �+$' 2 Z *')(  &&�"" ! #+$'�+$' � h �))�# $%( %
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D2D3 D2 D4D1D1

�����

�����

� �

� �

��

· · ·

· · ·

· · ·

δ

q1 q2

q0

D3

a�! e ;0� Q �9%8�$��( #&#"$#"�& .��#&/#& *'&��& "#(�)'#&$# 8�$��( #&#"$#"�))% ;
) "*�&$ : '+$ &�$

M
Q& +=!%*"=!%%& )'99�$#)  & Z /�&��'#8  & "���  ! *''8#: '&'

D1D3D3
:   )'#$�$  &  )�"$ ; �'" *''8#: '&' '& �9%*�)9 ' Z "' ; : '" "##&% : '"" *#& *'+8�& '& $#) &$��"��&)## & "���# *''8# Z "#(�)'#$� ) "*�&$ *�"*�=$�$%%& :  /�&��'#8  & "���  ! : '&' ; �& ( �)*'#)( �#"$% Z �$$% $%( % "="$�(   $$#&�& *'&��&

M
) "*�&$': �& )%9#*%=&$# : '+$  *'&��&

M̂
+=!%*>"=( %%& "=^$�: '&'& Z : '" :  ! #& : '" *'&��)) 

M
'& "=^$$��& +=!%*"=!% ) "*�&$ ; �'" +=!%*"=!%%) "*�&$  �# ')� Z *'&�

M̂
�# 9="%+8=;

2



���� �

��� � �		���		���	 � � �		��
	����	
� �� ��� �	

�'" =+$�=8�$$^( #% *#�)#'99 �:  =)�#"$�$%%& " ))#(  )) 9�'8�*$#'#"" =+8�& !%)#**��& "#:   & ( #&>*% $ + &" !%)#**�#"$% :  9%%$$�#"$% *''"$�! & �9%$=+: %& ( ��**#: '&'& *'�!  ( #&�& $'#"�)) P*'�!  ! ( ��**#: '&' !'# ')) $=+: %R Z 9%%"$%%& BO TDIIOL OIITL DJE MDJUDT!! DJE P�&/) ; �&��"$�#Y>$�8 /� ((  �" $ ; $=9 � 7 /� ((  �"R �)# " UJDK IJE LAAEETKK"KIJJL DJE P�&/) ; "$�#&/ ��� �#$#&/"="$�( "R )�'**  & ;
# $$%&'( )* $ � ,- �O TDIIOL OITE MDJUDT!! D '& &�)#**'

G = (V,Σ, P, S),

(#""%
• V

'& *#�)#'9#&   **'"$' h
• Σ ⊆ V

'& *#�)#'9#& !NNIJL JBMMDJE : '�**' h
N = V − Σ

'& SNUDM JL JBMMDJE $ ; /K"L �TUDJE: '�**' h
• P ⊆ V + × V ∗

'& *#�)#'9#& KNNEI. JE $ ; ! BTVAMIDTDVJE : '�**' P
V + = V ∗ − {ε}

R h
• S ∈ N

'& *#�)#'9#& UN@ I.K"L �TUD;
b�'8�*$#'$ 

(ω, ω′) ∈ P
(��*#$%%& $ ! ))#"�"$#

ω → ω′
;

c ��**#: '&'
γ ∈ V ∗

IATIIOO $ ;  T@IOO KATBOOE ( ��**#: '&'&
γ′ ∈ V ∗

*#�)#'9#"" 
G

Z ( ��*#$%%&
γ⇒

G
γ′

: '" !'#8  & *#�: '#$$  
γ = αωβ

Z
γ′ = αω′β

P
α, β, ω′ ∈ V ∗

Z
ω ∈ V +R Z :  *#�)#'9#"" '& 9�'8�*$#'

ω → ω′
; �'" *#�)#'99#

G
'& =+$�=8�"$% "�)!% Z ��)  $#'$ !'#8  & ( ��*#$% =*"#&*��$ #"�"$#

γ ⇒ γ′
;c ��**#: '&'

γ ∈ V ∗
IATIIOO $ ;  T@IOO ( ��**#: '&'&

γ′ ∈ V ∗
*#�)#'9#"" 

G
Z ( ��*#$%%&

γ⇒
G

∗γ′

�1



17 � �� � � � �� ��� ����������� �� �� �	 ���	���� � �	�� �� � �

: '" '& ')�(  "" : '&'
V

Q& ( ��**#: '&':  
γ0, γ1, . . . , γn

P
n ≥ 0

R Z "#$�& �$$%
γ = γ0⇒

G
γ1⇒

G
. . . ⇒

G
γn = γ′.

�%))��& Z : '" *#�)#'99#
G

'& =+$�=8�"$% "�)!% Z ( ��*#$%%& =*"#&*��$ #"�"$#
γ ⇒∗ γ′

;c ��**#: '&'
γ ∈ V ∗

'& *#�)#'9#&
G

UOAKJ T@VTK Z : '" '&
S⇒

G

∗γ
; b�)*%"$%%& 9%%$�( ��*�#"$%

*''"$�! 
G

Q& ) �"�: '+8'"
x ∈ Σ∗

'&
G

Q& UOAKJ;a #�)#'9#&
G

IATIIOL O $ ; MASOOL O MDJUD
L(G)

*''"$��
G

Q& ) �"�#"$ Z " ;' ;Q
L(G) = {x ∈ Σ∗ | S⇒

G

∗x}.

� "#( ��*#*"# "���  ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# $�'$$  *#�)�&
{akbkck | k ≥ 0}

Z : '* )�!�">" 2 ;� $'8�$$##& �#>=+$�=8�$$^( %*"# Q
S → LT | ε

T → ABCT | ABC

BA → AB

CB → BC

CA → AC

LA → a

aA → aa

aB → ab

bB → bb

bC → bc

cC → cc.

d8� & $%""% '& Z �$$% *#�)#'99# !'# $�'$$  �9%$=+: %& ) �"��& Z "' ; 9 �)*%"$%%& 9%%$�( ��*�#"$%
{a, b, c}

*''"$�! & : '&'&  #&' "$  & "���#&9##�$�#& "���  ! )) $ ! )) Q�
0; �&"#& : '+8�$  & )%+$^"=(, ')#"$ !%)#*�: '&' Z : '* '& (�'$' 

L(ABC)k
Z : ')) *#&

k ≥ 1
h

� ; "#$$�& : %�: �"$�$%%& !%)#**��$
A

Z
B

Z
C

  **'": %�: �"$=*"��& h $�)'" Q
LAkBkCk

h
2 ; )'9�*"# (��$�$  & !%)#**��$ ! "$  !#*"# 9%%$$�#*"# ! "�((  )$  )* �& h $�)'" Q

akbkck
;

� "#( ��*#*"# ) �"�
aabbcc

!'#$ #"##& : '+$  Q
S ⇒ LT ⇒ LABCT ⇒ LABCABC ⇒ LABACBC ⇒ LAABCBC
⇒ LAABBCC ⇒ aABBCC ⇒ aaBBCC ⇒ aabBCC
⇒ aabbCC ⇒ aabbcC ⇒ aabbcc.

� &/�& ( #�)�&*##&$'#&�& :  �+*% =))%$$%!% $�)'" '& Z �$$% � : '#$$ (  $$'(  $ *#�)#'9#$ '! $*�! �"!'#(  )$  & $%"( %))��& �*!#! )�&$$�:  .��#&/#& *'&�#8�& * &"" ; .�)'" $'8#"$�$  & "��>�  ! "" * +8�"" '" "" ;
1�>?=7

ε
D: 63==3 < 5785D� 5==> <3=56786; 745<D5=6>�>?<=7:> A



1 0

�������

������
· · ·

· · ·

δ

q1 q2

q0

a�! 3 ;0Q �  : '#$$ (  $$'(  & *#�)#'9#& $�'$$ (  & *#�)�& $�&&#"$ ( #&�& .��#&/#& *'&��)) ;
����( � ,- �TK 0 TBL OOUD M DJUD

L
STDVOOE IATIIOO BO TDIIOL OIITL OU UO MDJUDT! DU UO� KJ STDVOOEIAEEDKIOO GABDEH DE MTEJJU UO W

GTVDKIAK W � )*''&
G = (V,Σ, P, S)

*#�)�&
L

$�'$$ ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# ; a #�)#'9#&
G

9 �>��"$��)) !'#8  & "���  ! "" + +( '$�)$ ! )) $ ! )) (�'8'"$  *#�)�&
L

$�&&#"$ ! * *"#>& �+ #&�& �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&�
MG

; a'&�
MG

!'#8  & �8�))��& (��&$  =*"#>& �+ #"�*"# :  8�$��( #&#"'#8 )�!�& e ;� *'&"$��*$#'#)) ;a'&��&
MG

� *�&&� '& *�! & 3 ;0 (�* #&�& ; <  �+ )) 0 *'&� "%#)=$$%% *'9#'$ "=^$�: '>&'"$ ; <  �+ )) � '& *�)) *#& +�$*�))% : '*#&
G

Q& ) �"�: '+8'" Z : '$ *'&� 9=�*## (��&$ (   &"=^$�: '&'& (�'$'#"�*"# ; .'#( #&$ &"  )�*"#
MG

*#�: '#$$  * **'"& �+ ))� =*"#&*��$ #"�"$# *#�>)#'9#& )%+$^"=(, ')#&
S
;a'&��&

MG

) "*�&$ *''"$�� ! #+�#"$ ; a�"" *#& ! #+��"" *'&� Q
0; !#� * **'"& �+ & & �+ 9%%& �9%8�$��( #&#"$#"�"$# : '+'&*#& *'+$  & & �+ )) h
� ; ! )#$"�� �9%8�$��( #&#"$#"�"$# : '&*#&

G
Q& 9�'8�*$#'& Z : '$ =�#$$%% "'!�)$  ! )#$$��& & �>+ &*'+$  & P9�'8�*$#'$ '& *''8 $$� *'&��&

MG

"##�$=( %_�&*$#''& R h
2 ; : '" 9�'8�*$#'& ! "�& 9�')# "'9## =+$��& & �+ )) ')�!#�& ( ��**#�& * &"" Z

MG

*'�!   ' ; ( ��*#$ 9�'8�*$#'& '#*� & 9�')�& ( ��*�#))% P$%( % !'# �8�))=$$%% * **'"& �+ & )'9>9�9%%& "#"%))^& "##�$%( #"$% '#*� ))� $ # ! "�((  ))�R h
e ; ! #+��& )'9�*"#

MG

!��$  =**^"> :  * **'"& �+ & ( ��**#: '&':  $'#"##&" Q : '" : '&'$'! $ " (  $ Z *'&� "##�$== +=!%*"=!%%& )'99�$#)  & :  9="%+$==Z (��$�&  )'#$$  ��8�&! #+��& P*'+$ 0R ;
a'&"$��*$#'& $ �*�((  $ =*"#$= #"*'+8 $ "#!��$�$  & ;

2

����( � ,� �TK 0 TBL OOUD MDJUD
L

STDVOOE IAEEDKIOO GABDEH DE MTEJJU UO� K J STDVOOE IATIIOO BO/
 TDIIOL OIITL OU UO MDJUDT! DU UO W
GTVDKIAK W � )*' '&

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) *#�)�&
L

$�&&#"$ ! "$ &8 �8#(  ))#&�& .��#&/#&*'&� ; a'&��&
M

� *�&$��"��& &':  �$��& !'#8  & "���  ! "" �"#$�$$%!%))% $ ! )) (�'8'"$  *#�)�&
L

$�'$$ ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99#
GM

;



1� � �� � � � �� ��� ����������� �� �� �	 ���	���� � �	�� �� � �

a'&"$��*$#'& *�"*�#&�& #8� '& Z �$$% *#�)#'9#&
GM

!%)#**�#*"# '$�$  & P(�#8�& (� "" R* #**# 
M

Q& $#)':  
q ∈ Q

�8�"$ ! $ "=(, ')#$ ; a'&��&
M

$#) &&�
(q, uav)

!'#8  & "#$$�& �"#$$%%( ��**#: '&'& 
[uqav]

Z� :  
M

Q& "##�$=( %_�&*$#'& 9 ���"$��)) 
GM

Q%%& (�'8'"$�$  & 9�'8�*$#'$ Z: '#8�&  &"#'"$ 
[uqav] ⇒

GM

[u′q′a′v′]
: '" :  ! #& : '"

(q, uav) `
M

(q′, u′a′v′).

.%( %& "��� �*"�& "##"
M

+=!%*"== "=^$$��&
x
Z : '" :  ! #& : '"

[q0x]⇒
GM

∗[uqijjv]
: '#)) *#&

u, v ∈ Γ∗
;a  #**#  & *#�)#'99##&

GM

$�)�� *')( � �=+( %% 9�'8�*$#'#$ Q
0; b�'8�*$#'$ Z : '#)) )%+$^"=(,')#"$ 

S
!'#8  & $�'$$  ( #*% $ + &" ( ��**#: '&' (�'$' 

x[q0x]
Z ( #""%

x ∈ Σ∗
:  

[
Z
q0

:  
]
'! $ *#�)#'9#&

GM

!%)#**�#$% ;
� ; �8�))% (  #&#$�$ 9�'8�*$#'$ Z : '#)) ( ��**#: '&'"$ 

[q0x]
!'#8  & $�'$$  ( ��**#: '&'

[uqijjv]
Z: '" :  ! #& : '"

M
+=!%*"==

x
Q& ;

2 ; b�'8�*$#'$ Z : '#)) (�'$' 
[uqijjv]

')�! ( ��**#: '&' (��$�$  & $=+: %*"# ( ��**#: '&'*"# ;
a #�)��&

L(M)
*��)�! & ( ��**#: '&'&

x
$�'$$ ( #&�& $ 9 +$�� $%))^#& "���  ! & *  ! &(�*  & Q

S
(1)

⇒∗ x[q0x]
(2)

⇒∗ x[uqijjv]
(3)

⇒∗ x..%"( %))#"�"$# ( %%�#$�))%%&
G = (V,Σ, P, S)

Z ( #""%
V = Γ ∪Q ∪ {S, T, [, ], EL, ER} ∪ {Aa | a ∈ Σ},:  9�'8�*$#'$

P
(�'8'"$�! $ "���  !#"$ *')( �"$ �=+( %"$% Q

0; - )*�$#) &$��& $�'$$ ( #&�& Q
S → T [q0]
T → ε
T → aTAa (a ∈ Σ)
Aa[q0 → [q0Aa (a ∈ Σ)
Aab → bAa (a, b ∈ Σ)
Aa] → a] (a ∈ Σ)

� ;
M

Q& "##�$=( #�& "#(�)'#&$# P
a, b ∈ Γ

Z
c ∈ Γ ∪ {[}

R Q
� DDBI"LNI� � BTVAMIDTI�
δ(q, a) = (q′, b, R) qa → bq′

δ(q, a) = (q′, b, L) cqa → q′cb
δ(q, .) = (q′, .,R) q[ → [q′

δ(q, /) = (q′, b, R) q] → bq′]
δ(q, /) = (q′, b, L) cq] → q′cb]
δ(q, /) = (q′, /, L) cq] → q′c]

��>4<<>>: D66>7: C>>655 85=3<=5 :55E7: 658>:675E7: 7=56639 5:7: � F D 5==> <D:77: :>?@>�33 D: >8<?9 74< 5: <D@�
E>88> � 9;�= 9?D6D>

q[v]
D87C57: 9 74<<5F D:DF 7: <3;6639 5=63 A �39 3 9 >@ED885=??= D: D6766? @?D9 5DD: =7?4>>�

C>==> <D:=64?<65D==> A
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2 ; �'99�$#) &$��& "##!'�" Q

qijj → ELER

qijj [ → ER

aEL → EL (a ∈ Γ)
[EL → ε
ERa → ER (a ∈ Γ)
ER] → ε

2.%�*�% � : '#$$ (  $$'( #�& *#�)#'99#�& '" )�'** '! $ &" ; "@ IJ"K@ JBMNI MDJUDT! DI P�&/) ; Y'&$�� $>"�&"#$#!� /� ((  �"R Z : '#"" 9�'8�*$#'$ '! $ (�'$' 
ω → ω′

Z ( #""%
|ω′| ≥ |ω|

Z $ # (  +8'))#"�"$#
S → ε

Z ( #""%
S

'& )%+$^"=(, ')# ; � #"%*"# !  8#$  & Z �$$% : '" *#�)#'9#"" '& 9�'8�*$#'
S → ε

Z& ##& )%+$^"=(, ')#
S

�# �"##&&= ( #&*%%& 9�'8�*$#'& '#*� )) 9�')�)) ;
� "#( ��*#*"# "#!�& 17 � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# '& [( �)*�#&\ =+$�="+��**% Q "�&  #&' : '+8'*>"# )=+�&$%!% 9�'8�*$#' '&

LA→ a
; a #�)#'99# !'#8  & (�'* $ $%"( %))��& �+8'$ $%=$$%!%%&(�'$''& *'�!  (  )) !%)#*�9 �#

LA
=+8�))% !%)#**��))%

AL

Z (��$$ (  )) )%+$^"=(, ')##& )##$>$=!%$ 9�'8�*$#'$ (�'$''&
S → ALBCT | ε

:  *'�!  (  )) 9�'8�*$#'
LA → a

9�'8�*$#')) 
AL → a

;< #( #$=" [=+$�="+��**% *#�)#'99#\ $�)�� $%)) #"$�& *#�)#'99#�& ��%%"$% &'�(   )#(�'8'"$ Z: '"" 9�'8�*$#'$ '! $ (�'$' 
S → ε

$ #
αAβ → αωβ

Z ( #""%
A

'& *#�)#'9#& !%)#*� :  
ω 6= ε

;
�%)* #(( %#"�& (�'$'#"�& 9�'8�*$#'& (�*  & "##" *'�! �""%%&$^%

A → ω
"  "'!�)$  ! #&[*'&$�*"$#"" \

α
�

β
;

�'�(   )# * #�)#
L

'& "@IJ"K@ JBMMNZ : '" "� !'#8  & $�'$$  : ')) *#& =+$�="+��*%))% *#�)#'9#)) ;. %))%*#& *#�)#)�'* )) '&  �$'(   $$#* � *$��#"'#&$# P$'8#"$�" "#!��$�$  & R Q
����( � ,� �TBL OOUD M DJUD

L
TE "@ IJ"K@ JBMMN�  TK  O SODE  TK KJ STDVOOE IAEEDKIOO J!NVJIJBL D/EDKIDKJU UN GABDEH DE MTE JJU UO�  TMO JD IOBSDIKJ JE JL!NN I".IDUOO MADE K".IJ TETE ! DIAAVJE SJBBOE

� KDDK MTEJJU UO�  TU UO JD TUJ LATITO
δ(q, /) = (q′, b,∆)

TUJSDO KDDBI"LDN� LDKKN
b 6= �/ �W 2

� �"��& 3 ;2 *'&� "  *#�: '#$$  "=^$�: '&'& 9%%))� (�#$ ( ��**�: % h  #&' "$  & )#"%$#) &*%=$$^^&'$$' '& *#�))�$$=% ; .%)) #"$ *'&�$$ " &'$  & UDE JOOBDK JKID BO TDIJIAMKD OAITL OOIDMKDP�&/) ; )#&� � , '�&8�8  �$'(  $'& R ; c #�)�&*##&$'#&�& Z (�$$ )��)$ ! "$# +=!#& ! #*�  !'#&'&/�)(  '& Z '&*' �( ; * � *$��#"'#&&#"" !%)$$%( %$^&$% *%=$$%% �9%8�$��( #&#"$#"#% *'&�#$ Z! # �##$$%#"#!%$*^ 8�$��( #&#"$#"�$ ; . %( % [��-
� ���-\>'&/�)(  '& )%+�#"�""% =+$�=8�""%*��)�#"  & [b

�
<b\>'&/�)(   & ;
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MĀ

MA

a�! 5 ;2 Q .'$  )#"�& .��#&/#& *'&��& (�'8'"$ ( #&�& * +8�"$ �#&& ** #& $'#( #! "$ *'&��">$ ;
'" "$ : ')) *#& "'9#! "$# ! )#$� )) $=+: %( ��*#))% ; . %( % �# ( ��*#$"� ')��))#"$ � : '#$�"$ 
MA

Q& $'#( #&$  & ;
P###R

A ∩ B
TE BJMABKDDSDE JE W ] %#$� "���  �8�))#"#"$% *'+8#"$ :  "##$% Z �$$%

A ∩ B = Ā ∪ B̄
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� &'$  & .��#&/#& *'&��&

M
KJL OEIIDK JMKD TL DEODKAAVJMKD ( #$% $ + &" "�)) #"$ '( #>& #"��$$ Z : '* �##99�� ! #& *'&��&
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S
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S
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S
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h
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w /∈ L(M)

;
a'"* ')�$�*"�& (�*  &

L(MA) ∈ S
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∅ /∈ S
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Mw

'( #& #"��"
S
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w ∈ L(M)
;

� )�$�$  & "#$$�& Z �$$% '( #& #"��"
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')#"# � $*� ! Z "' ; �$$% *#�)�))% Y'8�" P
S
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MT

U
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S
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cMw ∈ L(MT
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⇔ cMw ∈ L(MT
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Y'8�"
(S)

⇔ L(Mw) ∈ S

⇔ w ∈ L(M).a'"* *#�)#
U

�# ')� ��*��"##!#&�& Z $%( % '& (  +8'$'&$ Z ( #"$% 9%%$�))%%& �$$% '( #& #"��"
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� �� � � ���������������������� ������ ��� ����
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P (m1, . . . ,mn) = 0

� W �EH JUL O TE BOIMJL OITE  T� MAE
n = 15

IOD VJH
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"���  ! "$# Q
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M

∗(q, uav)
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M
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x
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� "#$$ #"��*��"##! #_�&*$#'

f
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TE BJMABKDDSDE JE �  TK  O SODE  TK KJE MOBOMIJBDKIDE JE 0 AEMIDT

χA : Σ∗ → {0, 1}, χA(x) =

{
1,

 TK
x ∈ A;
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 TK

x /∈ A

TE BJMABKDDSDE JE 0 AEMIDTW
�DD� � DJUD

A ⊆ Σ∗
TE BJMABKDDSDK JKID EAL JBTDIASO�  TK  O SODE  TK TE

A = ∅
IOD TE TUJL OKKOBJMABKDDSDE JE 0 AEMIDT

g : {0, 1}∗ → Σ∗
�  TU UO

A = {g(x) | x ∈ {0, 1}∗}.

GTVDKIAK W �#!��$�$  & P(�$$ �# ! #*� R ;
2

� ��� � � �������� ���� ����������� � � �� ������������ � �����
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A
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A
R '& "���  ! ;

� )*' '$
A ⊆ Σ∗

Z
B ⊆ Γ∗
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A
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B
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A ≤m B,
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TE STDL OKKO �
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. �* "$�$  & �&"#& Z �$$%
h
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