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Luku 1
Johdanto
Olkoon a = 〈a0, a1, a2, . . .〉 ∈ C∞ jokin lukujono. Jonon a (tavallinen) generoivafunktio on kompleksimuuttujan z a-kertoimisen potenssisarjan määrittelemäfunktio:

a(z)
.
= a0 + a1z + a2z

2 + . . . =
∑

k≥0

akz
k.Merkintää käytetään, vaikka sarja ei suppenisikaan muualla kuin origossa. Asi-aan palataan tuonnempana.Esimerkkejä:(i) Jonon 〈1, 1, 1, . . .〉 generoiva funktio on

a(z) =
∑

k≥0

1 · zk =
∑

k≥0

zk =
1

1 − z(tämä suppenee kun |z| < 1).(ii) Jonon 〈1, 2, 4, 8, . . .〉 generoiva funktio on
a(z) =

∑

k≥0

2kzk =
∑

k≥0

(2z)k =
1

1 − 2z(tämä suppenee kun |z| < 1
2
).(iii) Jonon 〈

(
n
0

)
,
(

n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
〉 generoiva funktio on

a(z) =
n∑

k=0

(
n

k

)

zk = (1 + z)n.1



LUKU 1. JOHDANTO 2Generoivien funktioiden merkitys on siinä, että ne luovat yksikäsitteisen vas-taavuuden mielivaltaisten (suppenemisen huomioonottaen riittävän hitaastikasvavien) lukujonojen ja origossa analyyttisten funktioiden välille:Lause 1.1. (Taylor et al.) Olkoon a(z) jokin origossa analyyttinen funktio, jasen potenssisarjaesitys a(z) =
∑

k≥0 akz
k (suppenee kun 0 < |z| < r, r > 0).Tällöin sarjan kertoimet on yksikäsitteisesti määrätty; ne saadaan esimerkiksikaavasta ak = 1

k!
a(k)(0). (Merkintä: a(k) = funktion a k:s derivaatta.) 2Termin zk kertoimelle funktion a(z) potenssisarjassa käytetään myös merkintää

[zk]a(z) = ak, ja tästä yleistäen vielä �termin βkz
k� kertoimelle merkintää

[βkz
k]a(z) = β−1

k ak, missä βk on mielivaltainen z:sta riippumaton tekijä.Esimerkki: Generoivien funktioiden käyttö rekursioyhtälöiden rat-kaisemiseen.Fibonain luvut määritellään yhtälöllä






f0 = 0,

f1 = 1,

fk = fk−1 + fk−2, k ≥ 2Muodostetaan jonon 〈f0, f1, f2, . . .〉 generoiva funktio:
f(z) =

∑

k≥0

fkz
k

= 0 + 1 · z +
∑

k≥2

fkz
k

= 0 + z +
∑

k≥2

(fk−1 + fk−2)z
k

= z +
∑

k≥2

fk−1z
k +

∑

k≥2

fk−2z
k

= z + z
∑

k≥0

fkz
k + z2

∑

k≥0

fkz
k

= z + zf(z) + z2f(z)Ratkaisemalla yhtälö saadaan f(z) = z
1−z−z2 = z

−(α−z)(α̂−z) = z
(1−ϕz)(1−ϕ̂z)joillakin ϕ, ϕ̂.Ratkaistaan ϕ, ϕ̂:

{

ϕϕ̂ = −1

ϕ + ϕ̂ = 1,



LUKU 1. JOHDANTO 3josta saadaan ϕ − 1
ϕ

= 1 ⇒ ϕ2 − ϕ − 1 = 0, josta edelleen
{

ϕ = 1+
√

5
2

ϕ̂ = 1−
√

5
2Osamurtokehitelmälauseen (Lause 1.2, s. 3) mukaan voidaan määrätä vakiot

A ja B siten, että
f(z) =

z

(1 − ϕz)(1 − ϕ̂z)
≡ A

1 − ϕz
+

B

1 − ϕ̂z
.Ratkaistaan tästä A ja B:

A = lim
z→ 1

ϕ

z

1 − ϕ̂z
=

1/ϕ

1 − ϕ̂/ϕ
=

1

ϕ − ϕ̂
=

1√
5

B = lim
z→ 1

ϕ̂

z

1 − ϕz
=

1/ϕ̂

1 − ϕ/ϕ̂
=

1

ϕ̂ − ϕ
= − 1√

5Generoiva funktio voidaan siten kirjoittaa muodossa
f(z) =

1√
5

(
1

1 − ϕz
− 1

1 − ϕ̂z

)

=
1√
5

(
∑

k≥0

ϕkzk −
∑

k≥0

ϕ̂kzk

)

=
∑

k≥0

1√
5
(ϕk − ϕ̂k)zk,mistä saadaan Lauseen 1.1 mukaan yksikäsitteinen ratkaisu

fk =
1√
5

(
ϕk − ϕ̂k

)
, k ≥ 0.

Lause 1.2. (Rationaalifunktion osamurtokehitelmä) OlkoonR(z) = P (z)
Q(z)

missä
P (z) ja Q(z) ovat z:n polynomeja siten, että deg P < deg Q. Olkoon edelleen

Q(z) = (z − q1)
d1 · (z − q2)

d2 · . . . · (z − qm)dmmissä q1, . . . , qm ∈ C ovat polynomin Q(z) eri juuret. Tällöin on olemassayksikäsitteiset vakiot ci ∈ C siten, että
R(z) =

m∑

i=1

(
di∑

j=1

cij

(z − qi)j

)

.

2



LUKU 1. JOHDANTO 4Esimerkki: Osamurtokehitelmiä.(i) 1
(1−2z)z2 = 4

1−2z + 2
z + 1

z2(ii) 1
z(1+z2) = 1

z(z−i)(z+i) = 1
z − 1

2 · 1
z−i − 1

2 · 1
z+i = 1

z − z
z2+11.1 Funktioteorian käyttö generoivien funktioi-den analysoinnissaAina ei ole mahdollista ratkaista annetun generoivan funktion kerroinjonoasuljetussa muodossa. Tällöin voidaan käyttää kompleksianalyysin tekniikoitakerroinjonon asymptoottisen käyttäytymisen arviointiin.1.1.1 Menetelmä 1: Suppenemissäteen käyttöOlkoon a(z) =

∑

k≥0

akz
k origossa analyyttinen funktio. Tällöin a:n määrittä-mällä potenssisarjalla∑

k≥0

akz
k on nollasta poikkeava suppenemissäde:

r = sup{ρ :
∑

k≥0

akz
k suppenee ∀z ∈ C s.e. |z| < ρ}

= inf{|z| :
∑

k≥0

akz
k hajaantuu pisteessä z ∈ C}Itse asiassa suppenemissäde saadaan suoraan sarjan kertoimista: r = 1

λ
jossa

λ = lim
k→∞

sup |ak|1/k. Tämä nähdään vertaamalla sarjaa ∑
k≥0

akz
k geometriseensarjaan∑

k≥0

λkzk.Lause 1.3. Olkoon sarjan∑
k≥0

akz
k suppenemissäde r > 0. Tällöin on kaikilla

ǫ > 0 voimassa:(i) |ak| ≤
(

1 + ǫ

r

)k melkein kaikilla k (so. kaikilla paitsi äärellisen monella)(ii) |ak| ≥
(

1 − ǫ

r

)k melkein kaikilla k.
2



LUKU 1. JOHDANTO 5
����
����
����
����

����
����
����
����1/ϕ̂ +1

1/ϕ

Esimerkki: Fibonain luvut.Generoiva funktio tässä tapauksessa on:
f(z) =

∑

k≥0

fkz
k =

z

1 − z − z2
=

z

(1 − ϕz)(1 − ϕ̂z)
,missä ϕ = (1 +

√
5)/2, ϕ̂ = 1

2
(1 −

√
5). f(z):n ainoat �erikoispisteet� ovat z =

1
ϕ
≈ 0.618 ja z = 1

ϕ̂
≈ −1.618. Nyt siis generoivan funktion suppenemissädeon r = 1/ϕ. Lauseen 1.3 nojalla |fk| ≤ ((1 + ǫ)ϕ)k melkein kaikilla k ja myös

|fk| ≥ ((1 − ǫ) ϕ)k niinikään melkein kaikilla k.1.1.2 Menetelmä 2: Erikoispisteiden käyttöOlkoon R(z) =
P (z)

Q(z)
, deg P < deg Q, rationaalifunktio ja edelleen

Q(z) = (z − q1)
d1 · (z − q2)

d2 · . . . · (z − qm)dm ,jossa qi:t ovat erisuuruisia. Tällöin kukin qi on R:n kertalukua di oleva napa.Lause 1.4. Olkoon jonon 〈a0, a1, a2, . . .〉 generoiva funktio a(z) rationaalifunk-tio, jonka navat ovat q1, . . . , qm ja näiden kertaluvut d1, . . . , dm. Tällöin on
ak =

m∑

i=1

Ai(k) ·
(

1

qi

)k

,missä kukin Ai(k) on astetta di−1 oleva polynomi. (Erityisesti siis ensimmäisenkertaluvun eli yksinkertaisen navan tapauksessa Ai = vakio.) 2



LUKU 1. JOHDANTO 6Esimerkki: Fibonain luvut.Tässä tapauksessa
f(z) =

z

(1 − ϕz)(1 − ϕ̂z)
=

−z

(z − 1
ϕ
)(z − 1

ϕ̂
)
.(Huomaa, että ϕϕ̂ = −1.) Lauseesta 1.4 seuraa nyt fk = a1ϕ

k + a2ϕ̂
k, missä

a1, a2 ∈ C ovat vakioita. Reunaehtojen f0 = 0, f1 = 1 avulla voidaan ratkaista
a1 = 1√

5
ja a2 = − 1√

5
.



Luku 2
Formaalit potenssisarjat
Generoivia funktioita käsiteltäessä ei yleensä kiinnitetä huomiota muodostet-tujen sarjojen suppenemiseen. Syy tähän on se, että useimmat generoivienfunktioiden operaatiot voidaan perustaa formaalien potenssisarjojen teoriaan,missä potenssisarjoja tarkastellaan vain äärettömien lukujonojen vaihtoehtoi-sena merkintätapana.Merkitään C∞ = {〈a0, a1, a2, . . .〉 | ai ∈ C, ∀i = 0, 1, 2, . . .} ja määritellääntässä joukossa jonojen yhteen- ja kertolasku:

〈a0, a1, . . .〉 + 〈b0, b1, . . .〉 = 〈a0 + b0, a1 + b1, . . .〉

〈a0, a1, . . .〉 · 〈b0, b1, . . .〉 = 〈a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . .
︸ ︷︷ ︸Ns. Cauhy- eli konvoluutiotulo 〉

Merkitään lyhyesti 〈ak〉+〈bk〉 = 〈ak+bk〉 ja vastaavasti 〈ak〉·〈bk〉 =
〈 k∑

j=0

ajbk−j

〉.Struktuuri (C∞, +, ·, 0, 1) on nyt kommutatiivinen rengas, jossa on summannolla-alkio 0 = 〈0, 0, 0, . . .〉 ja tulon ykkösalkio 1 = 〈1, 0, 0, . . .〉.Jonoa 〈a0, a1, a2, . . .〉 ∈ C∞ voidaan merkitä myös a0X
0+a1X

1+a2X
2+ . . . eli

∑

k≥0 akX
k, missä �potenssit� Xk ovat vain formaaleja paikanmerkkejä, eivätlukuja tms.Näillä merkinnöillä edellä määritellyt lukujonojen summa- ja tulosäännöt ovatyhteensopivia tavanomaisten polynomien ja potenssisarjojen laskusääntöjenkanssa, ja joukkoa C∞ merkitään tällöin C[X℄. Struktuuri (C[X℄, +, ·, 0, 1) onrenkaan C (formaali) potenssisarjarengas. (Vrt. polynomirengas C[X], joka onäärellisiä C-jonoja vastaava struktuuri.)7



LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT 8Kannattaa huomata, että kerroinrenkaaksi voidaan tilanteen mukaan valita jo-kin muukin, jolloin merkitään vastaavasti Z[X℄, Q[X℄, R[X℄, tms. Seuraavassakuitenkin tarkastellaan yleensä rengasta C[X℄.Kerroinrengas C voidaan upottaa renkaaseen C[X℄ samaistuksella
a → 〈a, 0, 0, . . .〉 = aX0.Selvästi jos a ∈ C \ {0}, niin jonolla aX0 = 〈a, 0, 0, . . .〉 on käänteisalkio

a−1X0 = 〈a−1, 0, 0, . . .〉 siten, että aX0 · a−1X0 = 1. Entä muiden jonojenkääntyvyys?Lause 2.1. Jonolla A = 〈a0, a1, . . .〉 ∈ C[X℄ on käänteisalkio B = 〈b0, b1, . . .〉,jos ja vain jos a0 6= 0. (Tällöin merkitään B = A−1.)Todistus. Oletetaan, että a0 6= 0. Tällöin jono B = 〈bk〉 määräytyy yksikäsit-teisesti seuraavista ehdoista:
a0b0 = 1 ⇒ b0 = a−1

0

a0b1 + a1b0 = 0 ⇒ b1 = −a−1
0 · a1b0

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0 ⇒ b2 = −a−1
0 · (a1b1 + a2b0)...

a0bk +
∑k

j=1 ajbk−j = 0 ⇒ bk = −a−1
0 ·∑k

j=1 ajbk−jKääntäen nähdään, että jos a0 = 0, niin kääntyvyysehtoa a0 · b0 = 1 ei voidatäyttää millään b0 ∈ C. 2Esimerkki: Määritellään potenssisarja (1 − X)−1.(1) potenssisarja (1 − X) = 〈
a0
︷︸︸︷

1 ,

a1
︷︸︸︷

−1 , 0, 0, . . .〉;(2) Lauseen 2.1 todistuksen nojalla on b0 = a−1
0 = 1 ja kaikilla k ≥ 1 pätee

bk = −a−1
0 · (a1 bk−1 + a2 bk−2 + . . . + ak b0),johon sijoittamalla a0 = 1, a1 = −1 ja ak = 0, k ≥ 2, saadaan bk =

−1 · (−bk−1 + 0 + 0 + . . . ) = bk−1;(3) siten on (1 − X)−1 = 〈1, 1, 1, . . .〉 =
∑

k≥0

Xk (vrt. geometrisen sarjansummakaava).



LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT 9Esimerkki: Newtonin binomikaava.Olkoon n ≥ 0 ja merkitään (1 − X)−n , ((1 − X)−1)
n. Tällöin edellisen esi-merkin nojalla voidaan kirjoittaa

(1 − X)−n = (1 + X + X2 + . . . )(1 + X + X2 + . . . ) . . . (1 + X + X2 + . . . )
︸ ︷︷ ︸

n kpl
=

∑

k≥0

(
n + k − 1

k

)

Xk =
∑

k≥0

(
n − 1 + k

n − 1

)

Xk.Saatiin siis ns. Newtonin binomikaavan (ks. alla) formaali vastine.Kertaus: Newtonin binomikaava analyysissäLause 2.2. Kaikilla x, y, r ∈ C on voimassa
(x + y)r =

∑

k≥0

(
r

k

)

xr−kyk,missä yleistetty binomikerroin (r
k

), r ∈ C, k ∈ N, määritellään
(

r

k

)

=
r(r − 1) . . . (r − k + 1)

k!
. 2Erityisesti tapauksessa r = −n, n ∈ N, saadaan

(−n

k

)

=
(−n)(−n − 1) . . . (−n − k + 1)

k!

= (−1)k · n(n + 1) . . . (n + k − 1)

k!

= (−1)k

(
n + k − 1

k

)

,ja siten
(1 − z)−n =

∑

k≥0

(−n

k

)

(−z)k =
∑

k≥0

(
n + k − 1

k

)

zk =
∑

k≥0

(
k + n − 1

n − 1

)

zk.

Samaan tapaan kuin edellisissä esimerkeissä voidaan todistaa kaikkien tavan-omaisten potenssisarjojen algebrallisten manipulaatioiden formaalit vastineet:Potenssisarjojen F, G ∈ C[X℄, G kääntyvä, osamäärämääritellään seuraavasti:
F
G

= FG−1. Potenssisarjan F =
∑

k≥0 akX
k formaali derivaatta ja integraali



LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT 10määritellään puolestaan seuraavasti:
F ′ = D F ,

∑

k≥0

(k + 1)ak+1X
k

∫
F ,

∑

k≥1

ak−1

k
XkNäillä määritelmillä kaikki tavanomaiset derivointi- ja integrointisäännöt ovatluonnollisesti voimassa.Varoitus: Mielivaltaisten potenssisarjojen kompositio ei välttämättä ole hyvinmääritelty. Vaatimuksena on, että koska formaalien sarjojen konvergenssitar-kasteluja ei haluta tai voida tehdä, täytyy yhdistetyn sarjan jokaisen kertoimenolla äärellisesti määrätty (ks. seuraava esimerkki).Esimerkki: Kompositio.Olkoon esimerkiksi F (Y ) =

∑

n≥0

anY n ja G(X) = 1 + X. Tällöin voitaisiinyrittää määrittää kompositiota F (G(X)) seuraavasti:�F (G(X))� = �F (1 + X)� =
∑

n≥0

an(1 + X)n

=
∑

n≥0

an

(
∑

k≥0

(
n

k

)

Xk

)

=
∑

k≥0

(
∑

n≥0

(
n

k

)

an

)

Xk.Monomin Xk kerrointa ei siis voi määrätä formaalisti, vaan se riippuu ääret-tömän sarjan ∑n≥0

(
n
k

)
an suppenemisesta.Yleisesti on äärettömän monen potenssisarjan F0, F1, F2, . . . summa ∑n≥0 Fnhyvin määritelty, jos ja vain jos sarjojen Fn = 〈a(n)

k 〉 kertoimilla on ominaisuus
(⋆) ∀k ∃nk siten, että n ≥ nk → a

(n)
k = 0.Tämä tarkoittaa, että summan∑Fn kukin kerroin ak =
∑

n

a
(n)
k on äärellisestimäärätty.Jos F0, F1, F2, . . . on jono potenssisarjoja siten, että summa ∑Fn on hyvinmääritelty, niin on helppo nähdä, että

D
(∑

n≥0

Fn

)

=
∑

n≥0

D Fn

∫ (∑

n≥0

Fn

)

=
∑

n≥0

∫

Fn.



LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT 11Edelleen voidaan todeta, että jos sarjakompositiossa F (G(X)) �sisäsarjan�
G(X) vakiotermi on 0, eli jos sarja on muotoa G(X) = b1X + b2X

2 + . . .(eli tavallaan �G(0) = 0�), niin jono G0 = 1, G, G2, G3, . . . täyttää ehdon (⋆)ja voidaan määritellä
(⋆⋆) F (G(X)) =

∑

k≥0

ak(G(X))k, kun F (Y ) =
∑

k≥0

akY
k.Komposition F (G(X)) kertoimet ovat äärellisesti määrätyt myös jos ak 6= 0vain äärellisen monelle k, eli silloin jos F on polynomi.Nyt voidaan kysyä milloin potenssisarjalla F on käänteissarja G siten, että

F (G(X)) = G(F (X)) = X?Lause 2.3. Olkoon F =
∑

k≥1 akX
k potenssisarja, jolla a0 = 0 ja a1 6= 0.Tällöin on olemassa potenssisarja G =
∑

n≥1 bnXn jolla b0 = 0 ja b1 6= 0, jajolle F (G(X)) = X. Merkitään G = F [−1].Todistus. Sarjan G kertoimet määräytyvät yksikäsitteisesti kompositioyhtä-löstä
F (G(X)) = X ⇐⇒

∑

k≥1

ak

(
∑

j≥1

bj · Xj

)k

= X.� 1. asteen termille [X1] saadaan a1 · b1 = 1 ⇒ b1 = a−1
1� muille asteluvuille [Xn], n > 1:

n∑

k=1

ak

∑

j1,... ,jk≥1,

j1+...+jk=n

bj1 · . . . · bjk
= 0

⇐⇒ a1bn +

n∑

k=2

ak

∑

j1,... ,jk≥1,

j1+...+jk=n

bj1 · . . . · bjk
= 0

⇐⇒ bn = −a−1
1

(
n∑

k=2

ak

∑

j1,... ,jk≥1,

j1+...+jk=n

bj1 · . . . · bjk

)

.

2Ns. Lagrangen-Bürmannin inversiokaavasta (Lause 4.2, s. 26) saadaan elegan-timpi tapa määrittää sarjan G = F [−1] kertoimet. Asiaan palataan.Esimerkki: Eksponentti- ja logaritmisarjat.Määritellään potenssisarja
Exp(X) =

∑

n≥0

1

n!
Xn = 〈1, 1, 1

2
,
1

6
, . . .〉.



LUKU 2. FORMAALIT POTENSSISARJAT 12Tällöin sarja F (X) = Exp(X) − 1 toteuttaa Lauseen 2.3 ehdot, joten sillä onkäänteissarja G(X) , Ln(1 + X). Voidaan osoittaa, että
Ln(1 + X) =

∑

n≥1

(−1)n+1

n
Xn.

Määritellään vielä potenssisarjojen murtopotenssit Newtonin yleisen binomi-sarjan mukaisesti (Lause 2.2, s. 9): jos r ∈ C, niin asetetaan
(1 + X)r ,

∑

k≥0

(
r

k

)

Xk,missä (r
k

) on Lauseen 2.2 yhteydessä määritelty yleistetty binomikerroin.Tämä ja muut em. formaalit määritelmät �toimivat oikein� tavanomaisten al-gebrallisten laskusääntöjen suhteen.Esimerkki: Laskusääntöjen soveltaminen.
(1 + X)r(1 + X)s =

(
∑

k≥0

(
r

k

)

Xk

)(
∑

j≥0

(
s

j

)

Xj

)

=
∑

n≥0

(
n∑

k=0

(
r

k

)(
s

n − k

))

Xn

=
∑

n≥0

(
r + s

n

)

Xn

= (1 + X)r+s.

D Ln(1 + X) = D
(∑

n≥1

(−1)n+1

n
Xn
)

=
∑

n≥1

(−1)n+1Xn−1

=
∑

n≥0

(−1)nXn

= (1 + X)−1.



Luku 3
Tavalliset ja eksponentiaalisetgeneroivat funktiot
Palataan potenssisarjoissa yksinkertaisempaan merkintään: f(z) =

∑

n≥0

fnz
n.Sarjat voidaan tulkita tilanteen mukaan joko formaalisti (f ∈ C[z℄) tai ana-lyyttisesti (f : C → C).Annettuun lukujonoon a = 〈a0, a1, a2, . . .〉 ∈ C∞ voidaan liittää potenssisarjakahdella (itse asiassa useammallakin) tavalla:� tavallinen generoiva funktio (tgf): a(z) =

∑

n≥0

anz
n� eksponentiaalinen generoiva funktio (egf): â(z) =
∑

n≥0

an

n!
znNäillä on hieman erilaiset kombinatoriset ominaisuudet; valinta riippuu tilan-teesta. (Esimerkkejä seuraa.)

13



LUKU 3. TAVALLISET JA EKSPONENTIAALISET GENEROIVATFUNKTIOT 143.1 Generoivien funktioiden yhdistämissääntöjäJono Tavallinen g.f. Eksponentiaalinen g.f.1. cn = an ± bn c(z) = a(z) ± b(z) ĉ(z) = â(z) ± b̂(z)2. cn =

n∑

k=0

akbn−k c(z) = a(z)b(z)3. cn =
n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k ĉ(z) = â(z)b̂(z)4. cn = an−1 (c0 = 0) c(z) = za(z) ĉ(z) =

∫

â(z) dz5. cn = an+1 c(z) =
a(z) − a(0)

z
ĉ(z) = D â(z)6. cn = nan c(z) = z D a(z) ĉ(z) = z D â(z)7. cn =

an

n
c(z) =

∫
a(z) − a(0)

z
dz ĉ(z) =

∫
â(z) − â(0)

z
dz

Esimerkki: Fibonain luvut.Määrittely rekursioyhtälönä: fn+2 − fn+1 − fn = 0, f0 = 0, f1 = 1.� Ratkaisu tavallisella generoivalla funktiolla:
fn ↔tgf f(z)

fn+1 ↔tgf f(z)

z

fn+2 ↔tgf f(z) − z

z2

∴
f(z) − z

z2
− f

z
− f = 0

z 6=0⇐⇒ f − z − fz − fz2 = 0

⇐⇒ f(1 − z − z2) = z

⇐⇒ f =
z

1 − z − z2

=
z

(1 − ϕz)(1 − ϕ̂z)
,...



LUKU 3. TAVALLISET JA EKSPONENTIAALISET GENEROIVATFUNKTIOT 15
⇐⇒ f(z) =

∑

n≥0

1√
5
(ϕn − ϕ̂n)

︸ ︷︷ ︸

fn

zn, jossa ϕ = 1+
√

5
2

ϕ̂ = 1−
√

5
2� Ratkaisu eksponentiaalisella generoivalla funktiolla:

fn ↔egf f̂(z)

fn+1 ↔egf f̂ ′(z)

fn+2 ↔egf f̂ ′′(z)

∴ f̂ ′′ − f̂ ′ − f̂ = 0 ⇐⇒ f̂ = c1e
ϕz + c2e

ϕ̂z

f̂(0) = f0 = 0 =⇒ c1 + c2 = 0

f̂ ′(0) = f1 = 1 =⇒ c1ϕ + c2ϕ̂ = 1

⇐⇒
{

c1 = 1√
5

c2 = − 1√
5

∴ f̂(z) = 1√
5

(
eϕz − eϕ̂z

)

=⇒ fn =
[

zn

n!

]
f̂(z)

= 1√
5
(ϕn − ϕ̂n).Esimerkki: Polynomisummat.Määritettävä summan ∑

n≥0

(n2 + 4n + 5)/n! arvo. Ratkaistaan laskemalla vas-taavan suppenevan potenssisarjan f(z) =
∑

n≥0

(n2 + 4n + 5)
zn

n!
arvo f(1):

f(z) = {(z D)2 + 4z D +5}ez

= z D(zez) + 4zez + 5ez

= z2ez + zez + 4zez + 5ez

= (z2 + 5z + 5)ezTästä saadaan siis tulos f(1) = 11e.Esimerkki: Sekoitukset.Permutaatio π : [n] → [n] on sekoitus (engl. derangement), jos π(i) 6= i kaikilla
i ∈ [n]. Laskettavana sekoitusten määrä dn.Huomataan, että kaikki permutaatiot π : [n] → [n] voidaan muodostaa valit-semalla ensin π:n kiintopisteet (olkoon näitä k kappaletta) ja sitten muiden
n − k alkion oikea sekoitus. Siten on

(⋆) n! =

n∑

k=0

(
n

k

)

dn−k =

n∑

k=0

(
n

k

)

· 1 · dn−k



LUKU 3. TAVALLISET JA EKSPONENTIAALISET GENEROIVATFUNKTIOT 16Muodostetaan yhtälön (⋆) molemmille puoliskoille eksponentiaalinen generoivafunktio. Saadaan:
∑

n≥0

n!
zn

n!
=

∑

n≥0

( n∑

k=0

(
n

k

)

· 1 · dn−k

)zn

n!

⇒ 1

1 − z
= ez · d̂(z)

⇒ d̂(z) =
e−z

1 − z
=
(∑

k≥0

(−1)k

k!
zk
)(∑

m≥0

zm
)

=
∑

n≥0

( n∑

k=0

(−1)k

k!

)

zn

⇒ dn =
[

zn

n!

]

d̂(z) = n![zn]d̂(z)

= n!

(

1 − 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . . +

(−1)n

n!
︸ ︷︷ ︸

n→∞−−−→e−1

)

≈ n!
e
.

Toinen tapa ratkaista sama tehtävä: Selvästikin on d1 = 0 ja d2 = 1. Olkoonnyt π : [n] → [n] sekoitus, n ≥ 3.(i) Jos π(n) = i, π(i) = n, niin π on myös sekoitus joukossa [n − 1] \ {i}.(ii) Jos taas π(n) = i 6= π−1(n) = j, niin �korvaamalla� n alkiolla j saadaanyksikäsitteinen sekoitus joukossa [n − 1].Siten pätee dn = (n−1)(dn−2 +dn−1) ⇐⇒ dn+1 = n(dn +dn−1). Muodostetaantälle egf:
d̂′(z) = zd̂′(z) + zd̂(z)

=⇒ (1 − z)d̂′(z) = zd̂(z)

=⇒
∫

d̂′

d̂
dz =

∫
z

1 − z
dz

=⇒ ln d̂(z) =

∫
z

1 − z
dz

= −z − ln(1 − z) + C

=⇒ d̂(z) = eC e−z

1 − zTässä d2 = d̂′′(0) = 1 =⇒ C = 0.



Luku 4
Kombinatoriset konstruktiot
Kombinatoristen olioiden rakennetta voidaan usein käyttää hyväksi määrää-mään suoraan niiden lukumääriä laskevat generoivat funktiot. Olkoon C =

(C, w) jokin kombinatoristen olioiden perhe, missä C on perheen perusjoukkoja w : C → N olioiden paino- t. kokofunktio. Merkitään
cn = |w−1(n)| = n:n �painoisten� olioiden σ ∈ C lukumäärä.Vaaditaan, että cn < ∞ ∀n ∈ N. Haluttaisiin saada tietoa luvuista cn. Yksilähestymistapa ovat tällöin jonon 〈cn〉 tgf ja egf:

c(z) =
∑

n≥0

cnz
n, ĉ(z) =

∑

n≥0

cn

n!
zn,jotka voidaan kirjoittaa yhtäpitävästi (!):

c(z) =
∑

σ∈C

zw(σ), ĉ(z) =
∑

σ∈C

zw(σ)

w(σ)!
.Oletetaan sitten, että perheen C olioilla on jotain sisäistä rakennetta, eli et-tä perhe C muodostuu �tekijöistä� C1, . . . , Ck jonkin �konstruktion� Φ kautta.Täsmällisemmin sanoen: perheen C = (C, w) konstruktio t. tekijöinti C ∼−→

Φ(C1, . . . , Ck) on pari Φ = (Φe, Φw), missä Φe on injektio C → C1 × . . . × Ckja Φw : Nk → N on painomuunnos siten, että jos Φe(σ) = (σ1, . . . , σk) niin
w(σ) = Φw(w(σ1), . . . , w(σk)).Jos tietyn konstruktion Φ vaikutus tarkasteltavien olioperheiden generoiviinfunktioihin voidaan kuvata yksinkertaisella operaattorilla, eli jos on olemassafunktio ϕ (egf:lle ϕ̂) siten, että c(z) = ϕ(c1(z), . . . , ck(z)) (egf:lle vastaavas-ti ĉ(z) = ϕ̂(ĉ1(z), . . . , ĉk(z))) tekijöitävästä olioperheestä C riippumatta, sa-notaan että konstruktio Φ on tgf-kelpoinen (vastaavasti egf-kelpoinen) (engl.17



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 18�ogf/egf-admissible�), ja ϕ on sitä vastaava tgf-operaattori (vastaavasti ϕ̂ egf-operaattori).Esimerkki: Summa eli erillinen yhdiste C ∼−→ A + B.Perusjoukko C tulkitaan erilliseksi yhdisteeksi C ≈ A
·∪ B, A ∩ B = ∅, japainofunktio määritellään seuraavasti:

wC(σ) =

{

wA(σ), jos σ ∈ A,

wB(σ), jos σ ∈ B.Summakonstruktio on sekä tgf- että egf-kelpoinen, sillä perheistä A,B, C riip-pumatta pätee:
c(z) =

∑

σ∈C

zwC(σ) =
∑

σ∈A

zwA(σ) +
∑

σ∈B

zwB(σ) = a(z) + b(z)sekä vastaavasti egf:lle ĉ(z) = â(z) + b̂(z).Esimerkki: Tulo C ∼−→ A×B.
C ≈ A×B ja wC(α, β) = wA(α)+wB(β). Tämän tgf- ja egf-kelpoisuus jätetäänharjoitustehtäväksi.Edellisten esimerkkien summa- ja tulokonstruktiot voidaan yleistää myös ää-rettömiin tekijäperheisiin, mikäli näin muodostuvat generoivat funktiot ovathyvin määriteltyjä:� Summa C ∼−→ A0 + A1 + A2 + . . . ,

∑

i≥0 Ai� C ≈ ⋃∞
i=0 Ai, wC(σ) = wAi

(σ) missä σ ∈ Ai� c(z) =
∑

i≥0 ai(z) mikäli hyvin määritelty
⇐⇒ kaikilla n ≥ 0 on [zn]

∑

i≥0

ai(z) =
∑

i≥0

ai,n < ∞

⇐⇒ kaikilla n ≥ 0 on |w−1
C (n)| =

∑

i≥0

|w−1
Ai

(n)| < ∞.� Tulo C ∼−→ A0 ×A1 ×A2 × . . . ,
∏

i≥0

Ai� C ≈
∞∏

i=0

Ai, wC(σ) =
∑

i≥0

wAi
(σi)



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 19� Ääretönpainoisten alkioiden välttämiseksi tuloon C otetaan itseasiassa vain sellaiset jonot σ = (σ0, σ1, σ2, . . . ), joilla w(σi) = 0melkein kaikilla i ≥ 0. Kyseessä on siten eräänlainen �heikko tulo�
C ≈

∏

i≥0

(w)
Ai.� c(z) =

∏

i≥0

ai(z) mikäli hyvin määritelty
⇔ kukin [zn]

∏

i≥0 ai(z) =
∑

k≥0

(
∑

i0+i1+...+ik=n,ik 6=0 a0i0a1i1 · · ·akik

)

< ∞

⇔ kaikilla j ≥ 1 on [zj ]ai(z) = aij = 0 melkein kaikilla i ≥ 0

⇔ kaikilla j ≥ 1 on ∑i≥0 |w−1
Ai

(j)| < ∞.4.1 Tgf-kelpoisia konstruktioitaNimi Konstruktio Tgf-operaattori1. Summa ∑

i≥0 Ai

∑

i≥0

ai(z) jos hyvin määritelty2. Tulo ∏

i≥0 Ai

∏

i≥0

ai(z) jos hyvin määritelty3. Diagonaali ∆(A×A) a(z2)4. Jono A∗ (1 − a(z))−1 jos hyvin määritelty5. Merkkaus µA z D a(z)6. Kompositio A[B] a(b(z)) jos hyvin määritelty7. Potenssi P(A) exp
(
∑

j≥1
(−1)j−1

j
a(zj)

) jos hyvin määritelty8. Multipotenssi M(A) exp
(
∑

j≥1
1
j
a(zj)

) jos hyvin määritelty
Oheisten konstruktioiden määritelmät ja kelpoisuustodistukset:1. (esimerkkinä edellä)2. (harjoitustehtävänä)



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 203. Diagonaali C ∼−→ ∆(A×A):
C ≈ {(α, α) | α ∈ A}, wC(α, α) = 2wA(α)

⇒ c(z) =
∑

(α,α)∈C

zw(α,α) =
∑

α∈A

z2w(α) = a(z2)4. Jono C ∼−→ A∗:
A∗ , {ǫ} + A + A×A + . . . =

∑

k≥0

Ak

⇒ c(z) =
∑

k≥0

(a(z))k = (1 − a(z))−1.Tämä on määritelty jos a0 = 0. Todistus perustuu esitettyihin konstruk-tioihin 1 ja 2.5. Merkkaus C ∼−→ µA:� C ≈
∑

n≥0

(An × [n]), missä An = {α ∈ A | w(α) = n} ja [n] =

{1, 2, . . . , n}� Painofunktiolle wC(α, i) = wA(α)� Siis cn = nan josta saadaan c(z) = z D a(z)6. Kompositio C ∼−→ A[B]:� C ≈
∑

n≥0

An × Bn� Painofunktiolle wC(α; β1, . . . , βn) = wB(β1) + . . . + wB(βn)� Tämän nojalla c(z) =
∑

n≥0

an · (b(z))n = a(b(z)), joka on määriteltyjos b0 = 0 tai an = 0 melkein kaikilla n ≥ 0. Todistus perustuukonstruktioihin 1 ja 2.7. Potenssi C ∼−→ P(A):� C ≈ {{α1, . . . , αk} | k ≥ 0, α1, . . . , αk ∈ A}� Painofunktiolle wC({α1, . . . , αn}) = wA(α1) + . . . + wA(αn)� Tästä saadaan P(A)
∼−→
∏

α∈A

( {ǫ}
︸︷︷︸

w=0

+{α}), josta edelleen
c(z) =

∏

α∈A

(1 + zw(α))

=
∏

n≥0

(1 + zn)an
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⇒ ln c(z) =

∑

n≥0

an ln(1 + zn), määr. jos a0 = 0

=
∑

n≥0

an

∑

j≥1

(−1)j−1

j
znj

=
∑

j≥1

(−1)j−1

j

∑

n≥0

anz
nj

=
∑

j≥1

(−1)j−1

j
a(zj)

⇒ c(z) = exp

(
∑

j≥1

(−1)j−1

j
a(zj)

) määr. jos a0 = 08. Multipotenssi C ∼−→ M(A):� C ≈ {{αj1
1 , . . . , αjk

k } | k ≥ 0, α1, . . . , αk ∈ A, j1 alkion α1 �kertaluku�}� Painofunktiolle wC

(
{αj1

1 , . . . , αjk

k }
)

= j1wA(α1) + . . . jkwA(αk)� Tästä saadaan M(A)
∼−→
∏

α∈A

{α}∗, josta edelleen
c(z) =

∏

α∈A

(1 − zw(α))−1, määr. jos w(α) 6= 0 ∀α ∈ A

=
∏

n≥0

(1 − zn)−an

= . . . (harjoitustehtäväksi)
= exp

(
∑

j≥1
1
j
a(zj)

)

, määr. jos a0 = 0� Todistus perustuu konstruktioon 4.Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1, . . . , m} osajoukot.
C ∼−→

m∏

i=1

(

w=0
︷︸︸︷

{ǫ} +

w=1
︷︸︸︷

{i} )Koska c{ǫ}+{i}(z) = 1 + z, saadaan c(z) = (1 + z)m, ja tästä edelleen cn =

[zn](1 + z)m =
(

m
n

).Esimerkki: m-alkioisen joukon [m] = {1, . . . , m} �multiosajoukot�.
C ∼−→

m∏

i=1

{i}∗



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 22Tässä c{i}(z) = z ja c{i}∗(z) = (1 − z)−1, joten c(z) = (1 − z)−m, ja edelleen
cn = [zn](1 − z)−m =

(−m
n

)
(−1)n =

(
m+n−1

n

).Esimerkki: Kokonaislukujen ositukset eli partitiot.Monellako tavalla annettu luku n voidaan esittää summana luvuista {1, . . . , m}?Painofunktion luonnollinen määritelmä on w(k) = k ja sivun 19 konstruktio-taulukon pohjalta voidaan kirjoittaa p{k}(z) = zk sekä p{k}∗(z) = (1 − zk)−1.
P(m) ∼−→ {1}∗ × {2}∗ × · · · × {m}∗

∴ p(m)(z) = 1
1−z

· 1
1−z2 . . . 1

1−zmMonellako tavalla annettu luku n voidaan esittää mielivaltaisena lukusummanapositiivisista luvuista?
P ∼−→

∏

k≥1

{k}∗

∴ p(z) =
∏

k≥1

(1 − zk)−1Esimerkiksi
p4 = [z4] p(z)

= [z4] (1 + z + z2 + . . . ) · (1 + z2 + z4 + . . . ) · (1 + z3 + z6 + . . . )·
(1 + z4 + z8 + . . . ) · (1 + z5 + z10 + . . . ) · · ·

= [z4] (1 + z + 2z2 + 3z3 + 5z4 + . . . ) = 5.Tulos kuvastaa osituksia 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1.Esimerkki: Binääripuut.
T ∼−→ {ǫ} + {•} × T × T

∴ t(z) = 1 + zt(z)2

⇒ zt(z)2 − t(z) + 1 = 0

⇔ t(z) =
1 ±

√
1 − 4z

2z
;

t(0) = 1 ⇒ t(z) =
1 − (1 − 4z)1/2

2z...
⇒ tn = [zn]t(z) =

1

n + 1

(
2n

n

)

,joka on n:s Catalanin luku. (Laskusta on ohitettu runsaasti Newtonin binomi-kaavaan perustuvia välivaiheita.)



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 234.2 Egf-kelpoisia konstruktioitaEgf-kelpoisten konstruktioiden määrittelyä varten oletetaan, että tarkastelta-vat struktuurit ovat nimettyjä: jos w(σ) = n, niin σ:aan liittyy myös jokinnimeämiskuvaus t. nimentä, joka on permutaatio λ : [n] → [n]. Nimettyjästruktuureja yhdistettäessä täytyy myös niiden nimennät yhdistää jollain kon-sistentilla tavalla.Olkoot σ = (σ, λσ) ja τ = (τ, λτ ) nimettyjä struktuureita, w(σ) = n ja
w(τ) = m. Näiden nimetty tulo (engl. partitional produt) σ ∗ τ koostuu kai-kista nimetyistä pareista ((σ, τ); λ), missä nimentä λ : [n + m] → [n + m] onnimentöjen λσ ja λτ �limitys�. Tämä tarkoittaa, että on olemassa kasvavat in-jektiot θσ : [n] → [n + m] ja θτ : [m] → [n + m] siten, että Im θσ ∩ Im θτ = ∅ja kaikilla i ∈ [n], j ∈ [m] on

λ(θσ(i)) = θσ(λσ(i)), λ(θτ (j)) = θτ (λτ (j)).Jos γ ∈ σ ∗ τ , niin w(γ) = n + m.Esimerkki: Nimetyt verkot.Olkoot σ ja τ oheiset nimetyt verkot:
2 3 2

11

τ :σ:
Tällöin on:

2

1

3

}

4

2

3

5

1

4

3

1

1

3 5 4 4

4

3

5

2

1

2

4

1

2

1

32

,

,

,

, ,
1

5

53

55
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1

4

2

3

,

1

4
,
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4 3 4

σ ∗ τ =

{

Nimettyjen struktuurien perheiden A ja B nimetty tulo määritellään edelliseenperustuen:
A ∗ B =

⋃

α∈A,
β∈B

α ∗ β.Lemma 4.1. Olkoot nimettyjen luokkien A ja B egf:t â(z) ja b̂(z) ja C ∼−→
A ∗ B. Tällöin on luokan C egf ĉ(z) = â(z) · b̂(z).



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 24Todistus. Olkoot alkiot α = (α, λα) ∈ A, β = (β, λβ) ∈ B ja näiden painot
w(α) = h, w(β) = k. Tällöin voidaan α:n nimentä λα ja β:n nimentä λβlimittää kaikkiaan (h+k

h

) tavalla parin (α, β) nimennäksi λ. Siten pari (α, β),jonka paino on w(α, β) = h + k, on mukana (h+k
h

)-kertaisesti tulossa A ∗ B.Näin ollen on:̂
c(z) =

∑

σ∈C

zw(σ)

w(σ)!

=
∑

α∈A

∑

β∈B

(
w(α) + w(β)

w(α)

)
zw(α)+w(β)

(w(α) + w(β))!

=
∑

α∈A

∑

β∈B

zw(α)

w(α)!
· zw(β)

w(β)!
= â(z) · b̂(z).

2Seuraavassa on lueteltu joitakin egf-kelpoisia konstruktioita:Konstruktio Egf-operaattori1.2.3.4.5.6.
SummaNimetty tuloNimetty jonoNim. potenssiMerkkausKompositio

A + B,
∑

i≥0 Ai

A ∗ B
A〈∗〉

A[∗]

µA
A[B]

â(z) + b̂(z),
∑

i≥0 âi(z)

â(z)b̂(z)

(1 − â(z))−1

eâ(z)

z D â(z)

â(b̂(z))Konstruktioiden määritelmät ja kelpoisuustodistukset ovat seuraavat:� Nimetty jono C ∼−→ A〈∗〉 (engl. partitional omplex)� Merkintä: A〈k〉 =

k
︷ ︸︸ ︷

A ∗ A ∗ . . . ∗ A� egfA〈k〉 = (â(z))k� A〈∗〉 , {ǫ} + A + A ∗ A + . . . =
∑

k≥0 A〈k〉� Kelpoisuus selvä Lemman 4.1 nojalla: egf = (1 − â(z))−1� Nimetty (multi-)potenssi C ∼−→ A[∗] (engl. abelian partitional omplex)� Merkintä: A[k] = {
multijoukko

︷ ︸︸ ︷

{α1, . . . , αk} | (α1, . . . , αk) ∈ A〈k〉}� egfA[k] = 1
k!
· egfA〈k〉 = 1

k!
(â(z))k



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 25� A[∗] , {ǫ} + A + A[2] + A[3] + . . . =
∑

k≥0

A[k]� egfA[∗] =
∑

k≥0

1

k!
(â(z))k = eâ(z).� Merkkaus ja kompositio kuten tgf-tapauksessa.Esimerkki: Joukko-ositukset.Merkitään nimettyjen äärellisten epätyhjien joukkojen perhettä S = {[n] :

n ≥ 1}, jossa [n] = {1, . . . , n}, ja määritellään tälle painofunktio w([n]) =

w({1, . . . , n}) = n. S:lle saadaan egf:ksi siis
ŝ(z) =

∑

n≥0

sn · zn

n!
=
∑

n≥1

1 · zn

n!
= ez − 1.Tällöin S [k] vastaa järjestämättömiä osituksia k epätyhjään luokkaan. Voidaankirjoittaa tälle egfS [k]:

1

k!
(ez − 1)k =

∑

n≥0

{
n

k

}
zn

n!
.Tämä on ns. toisen lajin Stirlingin lukujen egf.Edelleen B = S [∗] = ositukset mielivaltaisen moneen epätyhjään luokkaan, jaegfB = exp(ez − 1) =

∑

n≥0

bn
zn

n!
, joka puolestaan on ns. Bellin lukujen egf.Esimerkki: Permutaatiot ja syklit.Merkitään permutaatioiden luokkaa P:llä ja syklisten permutaatioiden luokkaa

C:llä. Tunnetaan pn = n! ja tästä saadaan
p̂(z) =

∑

n≥0

pn
zn

n!
= (1 − z)−1.Toisaalta tiedetään, että P ∼−→ C[∗], josta seuraa p̂(z) = eĉ(z). Nyt voidaanlaskea ĉ(z):

ĉ(z) = ln(1 − z)−1 = − ln(1 − z) =
∑

n≥1

1

n
zn

⇒ cn =

[
zn

n!

]

ĉ(z) = n![zn]ĉ(z) = n! · 1

n
= (n − 1)!,mikä on odotettu tulos.



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 26Mielenkiintoinen luokka on C[k] eli niiden permutaatioiden luokka, joissa ontasan k sykliä. Tälle on egfC[k] = 1
k!

(ĉ(z))k = 1
k!

(
ln 1

1−z

)k. Merkitään
[
zn

n!

] egfC[k] ,

[
n

k

]

,joka on ns. ensimmäisen lajin Stirlingin luku.Merkitään edelleen D:llä vähintään kahden mittaisia syklisiä permutaatiota.Tällöin C ∼−→ {(1)} + D, mistä edelleen ĉ(z) = z + d̂(z) ja siis d̂(z) = − ln(1 −
z) − z. Tällöin on sekoitusten luokka D[∗] ja sillä egfD[∗] = ed̂(z) =

e−z

1 − z
. (Vrt.esimerkkiin sivulla 15.)Involuutio on permutaatio, joka on oma käänteiskuvauksensa, eli koostuu vainyhden ja kahden alkion pituisista sykleistä. Merkitään involuutioiden luokkaa

I:llä. Tällöin I ∼−→ {(1), (1 2)}[∗], mistä seuraaegfI = exp

(
z1

1!
+

z2

2!

)

= exp

(

z +
1

2
z2

)

.Esimerkki: Juurretut puut.
T1 T2 T3

T : r

. . .
Tk(i) Nimetyt, epätyhjät järjestetyt juurretut puut: T ∼−→ {r} ∗ T 〈∗〉

⇒ t̂(z) = z · 1
1−t̂(z)

⇒ t̂2 − t̂ + z = 0

⇒ t̂(z) = 1
2
(1 −

√
1 − 4z)

⇒ tn =
[

zn

n!

]
t̂(z) = n! · 1

n

(
2n−2
n−1

)(Vrt. esimerkkiin sivulla 22.)(ii) Nimetyt epätyhjät järjestämättömät juurretut puut: T ∼−→ {r} ∗ T [∗].Tästä saadaan konstruktiotaulukon (s. 24) perusteella t̂(z) = zet̂(z). Mi-ten ratkaistaan t̂(z)?Lause 4.2. (Lagrangen-Bürmannin inversiokaava, J.-L. Lagrange, 1770)Olkoot f(z) ja ϕ(u) (formaaleja) potenssisarjoja, joille on voimassa ϕ(0) 6= 0ja f(z) = zϕ(f(z)). Tällöin on f :n ja ϕ:n kertoimien välillä riippuvuus
[zn]f(z) =

1

n
[un−1]ϕ(u)n.

2



LUKU 4. KOMBINATORISET KONSTRUKTIOT 27Lauseen 4.2 todistus, hieman yleisemmässä muodossa, esitetään luvussa 5.2.Esimerkki: Lauseen sovellus.Edellisen esimerkin ongelmalliselle egf:lle t̂(z) = zet̂(z) saadaan Lauseen 4.2inversiokaavasta
tn =

[
zn

n!

]

t̂(z) = n![zn]t̂(z) = n! · 1

n
[un−1](eu)n = (n − 1)![un−1]enu,ja kun enu =

∑

k≥0

(nu)k

k!
, niin saadaan tn = (n − 1)!

nn−1

(n − 1)!
= nn−1.Tämän tuloksen seurauksena saadaan tunnettu lause (A. Cayley 1889), jonkamukaan nimettyjä n-solmuisia (juurtamattomia) puita on nn−2 kpl.



Luku 5
Generoivan funktion purkaminen
5.1 Rekursiokaavat (�z D log�-temppu)Olkoon f(z) =

∑

n≥0 fnzn generoiva funktio, jonka suljettu muoto tunnetaan.Kertoimien fn laskemiseksi voidaan joskus (ehkä jopa usein?) muodostaa re-kursiokaava seuraavalla tempulla:(i) Määritellään funktio ∂(z) = z D ln f(z) =
zf ′(z)

f(z)(ii) Ratkaistaan funktion ∂(z) kertoimet (jos osataan): ∂(z) =
∑

k≥1

δkz
k(iii) Samaistetaan kertoimet yhtälössä zf ′(z) = ∂(z)f(z):

∑

n≥1

nfnzn =
(∑

k≥1

δkz
k
)(∑

j≥0

fjz
j
)
,josta saadaan tulokseksi

nfn =
n∑

k=1

δkfn−k, n ≥ 1.

28



LUKU 5. GENEROIVAN FUNKTION PURKAMINEN 29Esimerkki: Bellin luvut.
b̂(z) = eez−1 =

∑

n≥0

bn

n!
zn

∂(z) = z D ln b̂(z) = z D(ez − 1) = zez

=
∑

k≥0

zk+1

k!
=
∑

k≥1

zk

(k − 1)!

⇒ n · bn

n!
=

n∑

k=1

1

(k − 1)!
· bn−k

(n − k)!

⇒ bn =
n∑

k=1

(
n − 1

n − k

)

· bn−k

=
n−1∑

k=0

(
n − 1

k

)

· bk, n ≥ 1.5.2 Lagrangen(-Bürmannin) inversiokaavaEnsin taustaa, jota tarvitaan myöhemminkin: Palautetaan mieliin (Lause 2.1,s. 8), että formaalien potenssisarjojen renkaassa C[z℄ alkio f =
∑

n≥0 fnz
n onkääntyvä (eli on olemassa potenssisarja f−1 ∈ C[z℄), jos ja vain jos f0 6= 0.Siten esimerkiksi sarja f(z) = z ei ole kääntyvä.Laajennetaan C[z℄ jakokunnakseen:C(z) =

{� f
g
� : f, g ∈ C[z℄, g 6= 0

}(Lainausmerkit viittaavat siihen, että oikeastaan kyse on parien (f, g) ∈ C[z℄2ekvivalenssiluokista: (f, g) ∼ (f ′, g′) jos ja vain jos fg′ = f ′g.)Kunnan C(z) alkiot voidaan tulkita formaaleina Laurent-sarjoina
h(z) =

∞∑

n=m

hnz
n, m ∈ Z.Kunnassa C(z) on siis jokainen alkio h 6= 0 kääntyvä.Jos esimerkiksi f =

∑

n≥m fnzn on potenssisarja, jonka ensimmäinen nollas-ta poikkeava kerroin on fm, niin formaalisti on f(z) = zmf̃(z), missä f̃(z) =
∑

n≥0 fn+mzn on kääntyvä C[z℄:ssä. Olkoon C[z℄:ssä f̃(z):n käänteissarja g̃(z) =
∑

n≥0 g̃nzn; tällöin pätee
f−1(z) = z−mg̃(z) =

∞∑

n=−m

g̃n+mzn.



LUKU 5. GENEROIVAN FUNKTION PURKAMINEN 30Formaaleille Laurent-sarjoille voidaan todistaa samat laskusäännöt (mukaan-lukien derivointi ja integrointi) kuin formaaleille potenssisarjoillekin. Erityises-ti:
D

f

g
= D fg−1 = −fg−2g′ + f ′g−1 =

f ′g − fg′

g2
,kun g 6= 0.Formaalin Laurent-sarjan h(z) =

∞∑

n=m

hnzn residy on kerroin Res(h(z)) = h−1.(Tämä on = 0, jos m ≥ 0).Lemma 5.1. Olkoon h(z) =

∞∑

n=m

hnz
n, hm 6= 0, formaali Laurent-sarja. Täl-löin:(i) Res(h′(z)) = 0(ii) Res(h′(z)/h(z)) = mTodistus. Harjoitustehtävä. 2Lause 5.2. (Potenssisarjojen inversio) Olkoon f(z) =

∑

n≥1 fnzn potenssisar-ja, jolle f0 = 0 ja f1 6= 0. Tällöin sillä on käänteissarja g(u) =
∑

n≥1 gnu
n siten,että g(f(z)) = z. (Vrt. Lauseeseen 2.3 sivulla 11.) Sarjan g kertoimet saadaankaavasta:

gn = Res

(
1

nfn(z)

)

.Todistus. Derivoimalla yhtälö z = g(f(z)) puolittain saadaan:
(⋆) 1 = D

(
∑

k≥1

gk · (f(z))k

)

=
∑

k≥1

k · gk · (f(z))k−1f ′(z).Jakamalla edelleen (⋆) puolittain nfn(z):lla saadaan:
1

nfn(z)
=
∑

k≥1

k

n
· gk · (f(z))k−1−nf ′(z).Siten voidaan kirjoittaa:

Res

(
1

nfn(z)

)

=
∑

k≥1

k

n
· gk · Res

(
(f(z))k−1−n · f ′(z)

)
.



LUKU 5. GENEROIVAN FUNKTION PURKAMINEN 31Lauseketta sieventämällä saadaan:
(f(z))k−1−n · f ′(z) =







1

k − n
D
(
f(z)k−n

)
, k 6= n

f ′(z)

f(z)
, k = n.Tästä saadaan residylle Lemman 5.1 nojalla arvoksi vain nolla tai yksi:

Res
(
(f(z))k−1−n · f ′(z)

)
=

{

0, k 6= n

1, k = n,joten Res

(
1

nfn(z)

)

=
n

n
· gn · 1 = gn. 2



Luku 6
Analyysin perustuloksia
6.1 Riemann-Stieltjes -integraaliOlkoot f, g : [a, b] → R, P jokin välin [a, b] ositus a = x0 < x1 < . . . < xn =

b ja t0, . . . , tn−1 pisteitä siten, että tk ∈ [xk, xk+1]. Määritellään Riemann-Stieltjes -summa
S(P ) =

n−1∑

k=0

f(tk)(g(xk+1) − g(xk)).Jos on olemassa arvo A ∈ R siten, että
∀ǫ > 0 ∃Pǫ (P hienompi kuin Pǫ ⇒ |S(P ) − A| < ǫ),niin tämä arvo on f :n Riemann-Stieltjes -integraali (lyhennetään RS-integraali)

g:n suhteen välillä [a, b],
A =

b∫

a

f(t) dg(t).Huom: Jos g(t) = t, niin määritelmä palautuu tavalliseksi Riemann-integraa-liksi.6.1.1 RS-integraalin ominaisuuksiaKäytettyjä merkintöjä: 32
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⌈t⌉ = pienin kokonaisluku ≥ t (�kattofunktio�)
⌊t⌋ = suurin kokonaisluku ≤ t (�lattiafunktio�)
{t} = t − ⌊t⌋, t:n desimaaliosa (�sahalaitafunktio�)(1) Yksikäsitteisyys: Jos ∫ b

a
f(t) dg(t) on olemassa, niin sen arvo on yksi-käsitteisesti määrätty. Riittävä olemassaoloehto on esimerkiksi se, että fon jatkuva ja g on �rajoitetusti heilahteleva�, eli

∑

0≤k<n

|g(xk+1) − g(xk)| < ∞kun ‖ P ‖→ 0 (intuitiivisesti �∫ b

a
| dg(t)| < ∞�).(2) Lineaarisuus:(i) ∫ (c1f1 + c2f2) dg = c1

∫

f1 dg + c2

∫

f2 dg,(ii) ∫ f d(c1g1 + c2g2) = c1

∫

f dg1 + c2

∫

f dg2.(3) Välien yhdistäminen: jos ∃ ∫ b

a
f dg ja ∃

∫ c

b
f dg niin

∫ b

a

f dg +

∫ c

b

f dg =

∫ c

a

f dg.(4) Osittaisintegrointi: jos ∃ ∫ b

a
f dg, niin myös ∃ ∫ b

a
g df ja

∫ b

a

f(t) dg(t) +

∫ b

a

g(t) df(t) =

/b

a

f(t)g(t).(5) Muuttujanvaihto: Olkoon h : [a, b] → R jatkuva, ei-vähenevä funktio.Tällöin:
∫ b

a

f(h(t))dg(h(t)) =

∫ h(b)

h(a)

f(t) dg(t).(6) Palautus Riemann-integraaliin: jos ∃ ∫ b

a
f dg ja g′(t) on jatkuva vä-lillä [a, b], niin

∫ b

a

f(t) dg(t) =

∫ b

a

f(t)g′(t) dt.



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 34(7) Summien esittäminen: Olkoot a, b ∈ Z, f oikealta jatkuva Z-pisteissä.Tällöin:
∫ b

a

f(t) d⌈t⌉ =

b−1∑

k=a

f(k),

∫ b

a

f(t) dg(⌈t⌉) =
∑

a≤k<b

f(k) △ g(k), △g(k) = g(k + 1) − g(k).Vastaavasti f :n ollessa vasemmalta jatkuva Z-pisteissä pätee:
∫ b

a

f(t) d⌊t⌋ =

b∑

k=a+1

f(k),

∫ b

a

f(t) dg(⌊t⌋) =
∑

a<k≤b

f(k) ▽ g(k), ▽g(k) = g(k) − g(k − 1).Oikealta jatkuvilla f pätee myös kaava:
∫ b

a

f(⌈t⌉) dg(t) =
∑

a<k≤b

f(k) ▽ g(k)ja vasemmalta jatkuvilla kaava:
∫ b

a

f(⌊t⌋) dg(t) =
∑

a≤k<b

f(k) △ g(k),

(8) Integraalin derivointi:
∫ b

a

f(t) d

∫ t

a

g(u) dh(u) =

∫ b

a

f(t)g(t) dh(t).6.1.2 Eulerin summakaavaJatkuvilla f on tunnetusti �suunnilleen� ∑
a≤k<b

f(k) ≈
∫ b

a

f(t) dt. Miten tarkkatämä arvio on?RS-integraalin ominaisuuden (7) sekä lineaarisuuden (2) mukaan on Z-pisteissävasemmalta jatkuvilla f täsmälleen:
∑

a<k≤b

f(k) =

b∫

a

f(t) d⌊t⌋ =

b∫

a

f(t) dt−
b∫

a

f(t)d{t}.



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 35Sovelletaan tähän edelleen osittaisintegrointia (4):
b∫

a

f(t) d{t} +

b∫

a

{t} df(t) =

/b

a

f(t){t}.Tämän lausekkeen arvo on nolla, jos a, b ∈ Z. Jos nyt a, b ∈ Z ja f ′ on jatkuvavälillä [a, b], saadaan kaava:
∑

a<k≤b

f(k) =

b∫

a

f(t) dt +

b∫

a

f ′(t){t}dt,joka voidaan myös kirjoittaa muotoon:
(⋆)

∑

a≤k≤b

f(k) =

b∫

a

f(t) dt +

b∫

a

f ′(t)

(

{t} − 1

2

)

dt +
f(a) + f(b)

2tai
∑

a≤k<b

f(k) =

b∫

a

f(t)dt − 1

2

/b

a

f(t) +

b∫

a

f ′(t)

(

{t} − 1

2

)

dt

︸ ︷︷ ︸

R1

.

Jos f :llä on myös korkeamman kertaluvun derivaatat, voidaan jäännöstermiä
R1 kehittää edelleen, jolloin saadaan Eulerin(-Malaurinin) summakaava:
(⋆⋆)

∑

a≤k<b

f(k) =

b∫

a

f(t) dt +

n∑

m=1

Bm

m!

/b

a

f (m−1)(t) + (−1)n+1

b∫

a

Bn({t})
n!

f (n)(t) dt

︸ ︷︷ ︸

Rnmissä kertoimet Bm ovat Bernoullin lukuja, ja Bn(x) on n:s Bernoullin poly-nomi
Bn(x) =

(
n

0

)

B0x
n +

(
n

1

)

B1x
n−1 + . . . +

(
n

n

)

Bnx
0.Huom: Jäännöstermi Rn ei välttämättä mene nollaan n:n kasvaessa; suuruus-luokka valitulla n on aina tarkastettava erikseen.Esimerkki: Kertoman arviointi (�Heikko Stirlingin kaava�).Soveltamalla yksinkertaista summakaavaa (⋆) funktion n! logaritmiin saadaan



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 36seuraava arvio:
ln n! =

∑

1≤k≤n ln k

=

n∫

1

ln t dt +

n∫

1

1

t

(

{t} − 1

2

)

dt +
ln 1 + ln n

2

= n ln n − n + 1 + 1
2
ln n +

n∫

1

1

t

(

{t} − 1

2

)

dt

=⇒ n ln n − n + 1 ≤ ln n! ≤ n ln n − n + ln n + 1

=⇒ e
(

n
e

)n ≤ n! ≤ en
(

n
e

)n
.Tarkemman arvion muodostamiseksi sovelletaan ensin Eulerin summakaavaa

(⋆⋆) funktioon ln(n − 1)! ja korjataan sitten tulosta lisäämällä termi ln n:
ln(n − 1)! =

∑

1≤k<n ln k

=

n∫

1

ln t dt +

2∑

m=1

Bm

m!

/n

1

D(m−1) ln t −
n∫

1

B2({t})
2

D(2) ln t dt

=

/n

1

(t ln t − t) − 1

2

/n

1

ln t +
1

12

/n

1

1

t
+

n∫

1

{t}2 − {t} + 1
6

2t2
dt

= n ln n − n + 1 − 1
2
ln n + O(1)

=⇒ ln n! = n ln n − n + 1
2
ln n + O(1)

=⇒ n! = Θ
(√

n ·
(

n
e

)n)
.6.1.3 Kompleksinen RS-integraaliMyös kompleksiarvoisille f, g : [a, b] → C voidaan RS-integraali ∫ b

a
f dg määri-tellä RS-summien avulla aivan kuten edellä. Jos on f = f1 + if2, g = g1 + ig2,niin RS-summia tarkastelemalla on helppo osoittaa:

(⋆)

b∫

a

f dg =





b∫

a

f1 dg1 −
b∫

a

f2 dg2



+ i





b∫

a

f1 dg2 +

b∫

a

f2 dg1



 .Esitystä (⋆) käyttäen voidaan kaikki RS-integraalien ominaisuudet (1) � (8)yleistää reaalisesta kompleksiseen tapaukseen.



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 376.2 Kompleksianalyysin perusteitaOlkoon D ⊆ C kompleksitason alue eli avoin yhtenäinen joukko, ja f(z) alu-eessa D määritelty kompleksifunktio. f on derivoituva pisteessä z0 ∈ D josraja-arvo
f ′(z0) = lim

z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0on olemassa. Huom: Raja-arvon tulee siis olla riippumaton siitä, mistä �suun-nasta� z lähestyy z0:aa.
f on analyyttinen eli holomor�nen alueessa D, jos se on derivoituva kaikilla
z0 ∈ D. Yleisesti f on analyyttinen joukossa A, jos se on analyyttinen jossainalueessa D ⊇ A. Erityisesti f on analyyttinen pisteessä z0, jos se on analyyt-tinen jossain z0:n ympäristössä B(z0; r).Merkitään z = x + iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Voidaan osoittaa, että f onanalyyttinen pisteessä z = x + iy, jos ja vain jos funktioilla u(x, y) ja v(x, y)on pisteessä (x, y) jatkuvat osittaisderivaatat, jotka toteuttavat ns. Cauhyn-Riemannin ehdot:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.Edelleen voidaan osoittaa, että jos f on analyyttinen pisteessä z ∈ C, sillä onitse asiassa kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat pisteessä z ∈ C.Funktio f on kokonainen, jos se on analyyttinen kaikilla z ∈ C. Esimerkiksifunktiot ez ja zn ovat kokonaisia. Ns. Liouvillen lauseenmukaan voi kokonainenfunktio olla rajoitettu (|f(z)| < M , ∀z ∈ C) vain, jos se on vakio.Kompleksitason polku (tai tie) on jatkuva kuvaus γ : [a, b] → C jossa a, b ∈ R.Polun γ määrittämä käyrä on sen kuvajoukko Γ = γ([a, b]). Polku on suljettu,jos γ(a) = γ(b), ja yksinkertainen, jos se ei leikkaa itseään paitsi mahdolli-sesti päätepisteissä, so. jos kuvauksen γ rajoittuma puoliavoimelle välille [a, b)on injektio. Yksinkertainen suljettu polku on kierros (kirjallisuudessa tavalli-semmin �Jordan-käyrä�). Jokainen kierros jakaa Jordanin käyrälauseenmukaankompleksitason kahteen erilliseen avoimeen joukkoon, kierroksen sisä- ja ulko-puoleen, joiden yhteinen reuna se on. Kierroksella on yksikäsitteinen positii-vinen tai negatiivinen (kierto)suunta, joka on sama kaikkien sen sisäpisteidensuhteen. Jatkossa tarkastellaan vain paloittain tasaisia polkuja, so. sellaisiapolkufunktioita γ joilla on paloittain jatkuva ja rajoitettu derivaatta γ′.



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 38Olkoon D ⊆ C alue, f alueessa D määritelty kompleksifunktio ja γ : [a, b] → Cpolku siten, että γ([a, b]) ⊆ D. Funktion f integraali polun γ suhteen määritel-lään
∫

γ

f ,

b∫

a

f(γ(t)) dγ(t) =

b∫

a

f(γ(t))γ′(t) dt.(Tässä ja jatkossa siis oletetaan ilman eri mainintaa, että tarkasteltavat polut
γ ovat paloittain tasaisia.) Myös merkintää ∫

γ
f(z) dz käytetään.Esimerkki: 1.

1

γ

z0

2πθ

Olkoon z0 ∈ C, f(z) =
1

z − z0

ja γ : [0, 1] → C siten, että γ(θ) = z0 + e2πiθ.Tällöin
∫

γ

dz

z − z0
=

∫ 1

0

1

γ(θ) − z0
· γ′(θ) dθ

=

∫ 1

0

1

e2πiθ
· 2πi e2πiθ dθ

=

∫ 1

0

2πi dθ = 2πi.Esimerkki: 2.Olkoon edellä f(z) = 1
(z−z0)n , n > 1. Tällöin vastaava menettely antaa seuraa-van tuloksen:

∫

γ

(z − z0)
−ndz =

∫ 1

0

(
e2πiθ

)−n · 2πi e2πiθdθ

= 2πi

∫ 1

0

e−(n−1)2πiθdθ

=
2πi

−(n − 1)2πi

/1

0

e−(n−1)2πiθ

= − 1

n − 1

((
e2πi
︸︷︷︸

=1

)−(n−1) − 1
)

= 0.Huomataan myös, että esimerkkien 1 ja 2 tulokset ovat valitun z0-keskisenympyrän säteestä r (esimerkeissä r = 1) riippumattomia.
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Olkoot γ1 : [a, b] → C ja γ2 : [b, c] → C polkuja siten, että γ1(b) = γ2(b).Määritellään polku γ1 + γ2 : [a, c] → C seuraavasti:

(γ1 + γ2)(t) =

{

γ1(t), t ∈ [a, b]

γ2(t), t ∈ [b, c]RS-integraalin perusominaisuuksista seuraa, että ∫

γ1+γ2

f =

∫

γ1

f +

∫

γ2

f milloinintegraalit ovat olemassa.Samoin, jos määritellään polusta γ : [a, b] → C polku −γ : [a, b] → C eli
(−γ)(t) = γ(a + b − t), niin on voimassa ∫

−γ

f = −
∫

γ

f .Integraalia suljetun polun γ suhteen merkitään usein ∮
γ

f .Lemma 6.1. Olkoon γ : [a, b] → C polku, jonka pituus on L(γ) =
b∫

a

|dγ| ja fkompleksifunktio siten, että |f(z)| ≤ M , ∀z ∈ γ([a, b]). Tällöin on
∣
∣
∣
∣

∫

γ

f

∣
∣
∣
∣
≤ M · L(γ).Todistus. Seuraa suoraan RS-integraalin ominaisuuksista. 2Polut γ, γ̃ : [a, b] → C ovat homotooppiset joukossa D, jos(i) γ(a) = γ̃(a), γ(b) = γ̃(b) tai γ(a) = γ(b), γ̃(a) = γ̃(b) (suljetuille poluille)(ii) γ([a, b]) ⊆ D, γ̃([a, b]) ⊆ D ja ∃ jatkuva kuvaus h : [0, 1] × [a, b] → Dsiten, että� h(0, t) = γ(t) ∀t ∈ [a, b]� h(1, t) = γ̃(t) ∀t ∈ [a, b]� h(s, a) = γ(a), h(s, b) = γ(b) ∀s ∈ [0, 1] tai h(s, a) = h(s, b) ∀s ∈

[0, 1] (suljetuille poluille)
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γ(b)

γ̃ = h1

h 1

2

h 3

4

γ(a)

γ = h0Lause 6.2. Olkoon f analyyttinen alueessa D, paitsi mahdollisesti äärellisessämäärää pisteitä, joissa se on vain jatkuva. Olkoot γ ja γ̃ polkuja, jotka ovathomotooppisia D:ssä. Tällöin on ∫
γ

f =
∫

γ̃

f . 2Seuraus 6.3. (Cauhy) Olkoot f ja D kuten edellä ja γ polku, joka on D:ssähomotooppinen pisteen kanssa. Tällöin on ∮
γ

f = 0.Todistus. (Pikemminkin perustelu.) Olkoon γ = γ1 +γ2. Tällöin γ2 on homo-tooppinen polun −γ1 kanssa, joten ∮γ f =
∫

γ1

f +
∫

γ2

f =
∫

γ1

f −
∫

γ1

f = 0.

γ1

γ2 ≡ −γ1

D

2Sanotaan, että suljettu polku γ on kutistuva alueessa D, jos se on D:ssä homo-tooppinen pisteen kanssa. (Kirjallisuudessa käytetään myös termiä �nollahomo-tooppinen� polku.) Alue D, jonka sisällä jokainen suljettu polku on kutistuva,on yhdesti yhtenäinen. (Tällainen alue D ei sisällä �reikiä�)Esimerkki: Integrointi kutistuvalla polulla.Olkoot f(z) = z ja polku γ : [0, 1] → C, jolle γ(θ) = e2πiθ. Tällöin:
∮

γ

z dz =

1∫

0

e2πiθ ·
(
2πi e2πiθ

)
dθ

= 2πi

1∫

0

e4πiθdθ

=
2πi

4πi

/1

0

e4πiθ

= 1
2
(e4πi − 1) = 0.



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 41Lause 6.4. (�Cauhyn integraalikaava�) Olkoon f analyyttinen yhdesti yhte-näisessä alueessa D ja γ jokin D:n positiivinen kierros. Olkoon edelleen z0 jokin
γ:n rajaaman yhdesti yhtenäisen alueen sisäpiste. Tällöin on

f(z0) =
1

2πi

∮

γ

f(z)

z − z0
dz.Todistus. Huomautetaan ensin, että kierros γ on homotooppinenD:ssä jonkin

z0:n positiiviseen suuntaan kiertävän ympyräpolun kanssa. Lisäksi, koska D onyhdesti yhtenäinen, γ on kutistuva.Määritellään sitten
g(z) =







f(z) − f(z0)

z − z0
, z 6= z0

f ′(z0), z = z0.Tällöin myös g on analyyttinen alueessa D paitsi mahdollisesti pisteessä z0,missä se on jatkuva. Siten on Seurauksen 6.3 mukaan
0 =

∮

γ

g(z) =

∮

γ

f(z)

z − z0

dz −
∮

γ

f(z0)

z − z0

dz

=

∮

γ

f(z)

z − z0

dz − f(z0)

∮

γ

dz

z − z0
︸ ︷︷ ︸

2πi

⇒ f(z0) =
1

2πi

∮

γ

f(z)

z − z0

dz.Edellä on integraalin ∮
γ

dz
z−z0

laskemiseen käytetty Esimerkin 1 (s. 38) ja Lauseen6.2 tuloksia. 2Huom: Mielivaltaisen, ei-yksinkertaisen suljetun polun γ tapauksessa täytyyottaa huomioon myös ns. kiertoluku n(γ, z0) ∈ Z, joka ilmaisee mihin suuntaanja montako kertaa polku γ kiertää pisteen z0. Yleisessä muodossa Cauhynkaava on siis
1

2πi

∮

γ

f(z)

z − z0
dz = n(γ, z0)f(z0).



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 42Lause 6.5. Olkoot f , D, γ ja z0 kuten Lauseessa 6.4. Tällöin on kaikilla
n ≥ 0:

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz,ja funktiolla f pisteessä z0 Taylor-kehitelmä

f(z) =
∑

n≥0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.Todistus. Seuraa suhteellisen helposti Lauseesta 6.4. 2Olkoon funktio f määritelty jossain pisteen z0 ∈ C �punkteeratussa� avoimessaympäristössä D \ {z0} ja lim
z→z0

|f(z)| = ∞. Jos jollakin kokonaisluvulla m ≥ 1on funktio g(z) = (z − z0)
mf(z) analyyttinen pisteessä z0, niin z0 on funktion

f napa ja pienin m, jolla em. ehto on voimassa, on navan z0 kertaluku.Em. ehdoilla on Lauseen 6.5 mukaan g:llä z0:n ympäristössä voimassa olevapotenssisarjakehitelmä
g(z) =

∑

n≥0

bn(z − z0)
n,mistä saadaan f :lle vastaava Laurent-kehitelmä

f(z) = (z − z0)
−m · g(z) =

∑

n≥−m

an(z − z0)
n,jossa an , bn+m. Jos navan z0 kertaluku on m, niin välttämättä a−m = b0 6= 0(koska muuten kertaluku olisi alempi). Napa, jonka kertaluku on 1, on yksin-kertainen.Funktion f z0-keskeisen Laurent-kehitelmän kerroin a−1 on f :n residy pisteessä

z0. Merkitään:
a−1 = Res(f ; z0) tai a−1 = Res

z=z0

f(z).Joskus käytetään myös merkintää Res(f ; 0) , [z−1]f(z).Yksinkertaisessa navassa residy voidaan laskea seuraavasti:
Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z),ja periaatteessa yleisestikin m-kertaisessa navassa
Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

1

(m − 1)!
D(m−1) ((z − z0)

mf(z)) .



LUKU 6. ANALYYSIN PERUSTULOKSIA 43Jälkimmäisessä tapauksessa laskut ovat kuitenkin usein käytännössä työläitä.Olkoon sitten em. tilanteessa γ alueen D positiivinen kierros, jonka sisään eijää muita f :n napoja kuin z0. Tällöin:
γ

z0

∮

γ

f(z) dz =
∑

n≥−m

an

∮

γ

(z − z0)
n dz

= a−1 · 2πi

= 2πi · Res
z=z0

f(z).Funktio f on alueessa D meromor�nen, jos se on D:ssä analyyttinen paitsimahdollisesti diskreetissä joukossa napoja.Lause 6.6. (�Cauhyn residylause�) Olkoon γ positiivinen kierros, jonka sisäl-lä meromor�sella funktiolla f on navat z1, . . . , zk, ja polulla γ funktio f onanalyyttinen. Tällöin on
∮

γ

f(z) dz = 2πi ·
k∑

j=1

Res
z=zj

f(z).Todistus. (Lähinnä todistusidea.) Muokataan polusta γ polku γ̃ �leikkaamal-la� navat z1, . . . , zk sen sisältä pois oheisen kuvan osoittamalla tavalla riittävänpienillä negatiivisesti suunnistetuilla kierroksilla γ1 . . . , γk.
z1

z2

z3

γNäin muodostettu γ̃ on kutistuva positiivinen kierros, ja f sen sisällä analyyt-
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0 =

∮

γ̃

f =

∮

γ

f +

∮

γ1

f + . . . +

∮

γk

f

⇒
∮

γ

f =

∮

−γ1

f + . . . +

∮

−γk

f

= 2πi ·
k∑

j=1

Res
z=zj

f(z).

2Esimerkki: 1.Olkoon γ positiivisesti suunnistettu yksikköympyrä. Määritä ∮
γ

dz

1 − 4z2
.Meromor�funktiolla f(z) =

1

1 − 4z2
on yksinkertaiset navat z = ±1

2
. Osamur-tokehitelmästä

1

1 − 4z2
=

1/2

1 − 2z
+

1/2

1 + 2z
=

−1/4

z − 1/2
+

1/4

z + 1/2nähdään, että Res
z= 1

2

f(z) = −1
4
ja Res

z=− 1
2

f(z) = 1
4
.

Res = 1

4

Res = − 1

4

γ

Siten on:
∮

γ

dz

1 − 4z2
= 2πi

(

−1

4
+

1

4

)

= 0.Esimerkki: 2.Määritä ∞∫

−∞

dx

1 + x2
.Tarkastellaan funktion f(z) =

1

1 + z2
=

1

(z − i)(z + i)
integrointia kompleksi-tasossa oheisen kuvan osoittamaa polkua γR, r ≥ 1, pitkin.
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i

−i

iR
γR

R−RFunktiolla f on yksinkertaiset navat ±i, joista napa z = i jää integrointipolunsisään. Siten on
∮

γR

dz

1 + z2
= 2πi · Res

z=i

1

1 + z2
= 2πi lim

z→i

z − i

1 + z2
=

2πi

2i
= π.Toisaalta on

∮

γR

dz

1 + z2
=

∫ R

−R

dx

1 + x2
+

∫ π

0

dR eiϕ

1 + (R eiϕ)2

︸ ︷︷ ︸

≤πR· 1
|R2−1|

R→∞−−−→
∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
.

Siten saadaan tulokseksi ∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= π.



Luku 7
Asymptoottiset menetelmät
7.1 Meromor�sten generoivien funktioiden ker-toimetPeruslähtökohta: jos generoiva funktio (⋆) f(z) =

∑

n≥0 fnz
n suppenee jossakinorigon ympäristössä, niin sen kertoimet määräytyvät Lauseen 6.5 mukaisestiCauhyn kaavasta:

(⋆⋆) fn = 1
2πi

∮

γ

f(z)

zn+1
dz,missä γ on mikä tahansa sarjan (⋆) suppenemisalueeseen sisältyvä positiivi-nen origon kierros. Kerroinintegraaleja (⋆⋆) pyritään arvioimaan eri keinoin,esimerkiksi residylaskennalla.Lause 7.1. Olkoon generoiva funktio f(z) =

∑

n≥0 fnz
n meromor�nen aluees-sa |z| ≤ R ja analyyttinen kehällä |z| = R. Olkoot f :n navat alueessa |z| < R

z1, . . . , zk. Tällöin on olemassa polynomit P1, . . . , Pk, joilla
fn =

k∑

j=1

z−n
j Pj(n) + O

(
R−n

)
.Polynomin Pj aste on navan zj kertaluku mj vähennettynä yhdellä eli deg Pj =

mj − 1. Erityisesti siis yksinkertaisille navoille em. polynomit ovat vakioita:
Pj = − 1

zj

Res
z=zj

f(z).

46



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 47Todistus. Olkoon r sarjan (⋆) suppenemissäde ja ρ < r. Oheisen kuvan esit-tämä integrointipolku γ = γ1 + γ2 + γ3 + γ4 kiertää kaikki f :n navat z1, . . . , zkmyötäpäivään.
γ1

γ3

γ2

γ4

ρ

R

z2

z3

z1

Residylauseen 6.6 nojalla on siten
∮

γ

f(z)

zn+1
dz = −2πi ·

k∑

j=1

Res
z=zj

f(z)

zn+1

=

∮

γ1

f(z)

zn+1
dz +

∫

γ2

f(z)

zn+1
dz +

∮

γ3

f(z)

zn+1
dz +

∫

γ4

f(z)

zn+1
dz

= 2πi · fn +

∮

γ3

f(z)

zn+1
dz,sillä kuten kuvasta havaitaan, polut γ2 ja γ4 kumoavat toisensa (γ2 = −γ4).Tämän perusteella voidaan kirjoittaa edelleen

fn = −
k∑

j=1

Res
z=zj

f(z)

zn+1
+

(⋆)
︷ ︸︸ ︷

1

2πi

∮

|z|=R

f(z)

zn+1
dz

= −
k∑

j=1

Res
z=zj

f(z)

zn+1
+ O

(
R−n

)
,sillä

|(⋆)| ≤ 1

2π
· 2πR · max|z|=R |f(z)|

Rn+1
=

max|z|=R |f(z)|
Rn

.On huomattava, että tässä termiO (R−n) on vain asymptoottinen n:n suhteen;sen vakiokerroin vaihtelee valitun R:n mukaan.Harjoitustehtäväksi jätetään osoittaa, että termi Res
z=zj

f(z)
zn+1 on muotoa z−n

j ·
Pj(n), missä deg Pj = mj − 1. 2Esimerkki: Surjektiot.Merkitään sn:llä surjektioiden h : [n] → [k], k ≤ n, lukumäärää. Merkitäänedelleen S:llä surjektioiden painotettua perhettä, jonka egf on ŝ(z) =

∑

n≥0

sn

n!
zn.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 48Olkoon A = {1} + {1, 2} + {1, 2, 3} + . . . nimettyjen, äärellisten epätyhjienjoukkojen perhe, jonka egf on â(z) =
∑

n≥1 1 · zn

n!
= ez − 1.Surjektioiden perhe S voidaan tekijöidä A:n avulla, S ∼−→ A〈∗〉, mistä saadaan

ŝ(z) =
1

1 − â(z)
=

1

2 − ez
.Nähdään, että tämän egf:n ŝ(z) ainoat erikoispisteet ovat yksinkertaiset navat

zk = ln 2 + k · 2πi, jossa k ∈ Z.
ln 2 − 2π

ln 2

ln 2 + 2π

Funktion residy näissä on
Res
z=zk

ŝ(z) = lim
z→zk

z − zk

2 − ez
= lim

z→zk

1

−ez
=

1

−ezk
= −1

2
.(Raja-arvon laskemiseen on tässä sovellettu L'Hospitalin sääntöä.)Lauseen 7.1 mukaan voidaan egf:n ŝ(z) kertoimia arvioida tarkentuvasti ottaenlaajempia (= useampia napapareja sisältäviä) integroimissäteitä. Esimerkiksikun säde valitaan väliltä ln 2 < R0 <

√

ln2 2 + 4π2, saadaan arvioksi
ŝn =

sn

n!
= z−n

0 ·
(
− 1

z0

− 1
2

︷ ︸︸ ︷

Res
z=z0

ŝ(z)
)

+ O
(
R−n

0

)
=

1

2
(ln 2)−(n+1) + O

(
R−n

0

)
;kun säde valitaan väliltä√ln2 2 + 4π2 < R1 <

√

ln2 2 + 16π2, saadaan arvio
ŝn =

1

2
(ln 2)−(n+1) +

1

2

(
(ln 2 + 2πi)−(n+1) + (ln 2 − 2πi)−(n+1)

)
+ O

(
R−n

1

)
;ja yleisesti väliltä √ln2 2 + k2π2 < Rk <

√

ln2 2 + (k + 1)2π2 saadaan
ŝn =

1

2
(ln 2)−(n+1) +

1

2

k∑

j=1

(
(ln 2 + j · 2πi)−(n+1) + (ln 2 − j · 2πi)−(n+1)

)
+ O

(
R−n

k

)
.Ensimmäisen arvion mukaan siis sn = n! ŝn ≈ 1

2 ln 2
·
(

1
ln 2

)n·n! ≈ 0.72·(1.44)n·n!.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 497.2 Algebralliset erikoispisteetFunktion f(z) erikoispiste (= ei-analyyttisyyspiste) z0 on algebrallinen, josjollakin α ∈ R voidaan kirjoittaa f(z) = f̃(z) + g(z)/(z0 − z)α, missä funktiot
f̃(z) ja g(z) ovat analyyttisia z0:ssa. Pienin tällainen α on erikoispisteen z0kertaluku eli paino.Esimerkki: 2-säännölliset verkot.Merkitään F :llä 2-säännöllisten nimettyjen verkkojen perhettä ja vastaavasti
fn:llä n-solmuisten 2-säännöllisten verkkojen lukumäärää kun n ≥ 3. Vastaavaegf on siis f̂(z) =

∑

n≥0

fn
zn

n!
.2-säännöllinen verkko vastaa järjestämätöntä kokoelmaa syklejä:

6
3

8

9

1

2

5

7

4

Merkitään C:llä syklien perhettä, eli yhtenäisten 2-säännöllisten verkkojen per-hettä ja tämän egf:ää ĉ(z) =
∑

n≥0

cn
zn

n!
.Suunnattu sykli vastaa syklistä permutaatiota kun n ≥ 3, ja syklisten permu-taatioiden egf = ln 1

1−z
=
∑

n≥1

1

n
zn (ks. sivun 25 esimerkki).Tämän perusteella saadaan

ĉ(z) =
1

2

(

ln
1

1 − z
− z − z2

2

)

⇒ f̂(z) = eĉ(z) =
e−

z
2
− z2

4√
1 − zNähdään, että funktiolla f̂(z) on � 1

2
-kertainen� algebrallinen erikoispiste z = 1.Funktiolla f(z) on erikoispiste z0 6= 0 jos ja vain jos funktiolla f̃(z) = f(z0z)on erikoispiste 1, joten oletetaan seuraavassa että z0 = 1. Oletetaan toistaiseksi



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 50myös, että piste z = 1 on f :n ainoa erikoispiste kiekossa B(0; 1 + η) jollakin
η > 0.Tällöin funktio g(z) = (1 − z)αf(z) on analyyttinen kiekossa B(0; 1 + η);erityisesti sillä on pisteessä z = 1 kehitelmä g(z) =

∑

k≥0 gk(1 − z)k, voimassakun z ∈ B(1; η).Nyt on ainakin punkteeratussa kiekossa B(1; η) \ {1} voimassa
f(z) = (1 − z)−αg(z) =

∑

k≥0

gk(1 − z)k−α,joten ehkä f :n Taylor-sarjan kertoimia voitaisiin arvioida:
fn = [zn]f(z) ≈ [zn]

∑

k≥0

gk(1 − z)k−α

= [zn]
∑

k≥0

gk

∑

j≥0

(
k − α

j

)

(−z)j

= (−1)n
∑

k≥0

gk

(
k − α

n

)

=
∑

k≥0

gk

(
n − k + α − 1

n

)

?Lause 7.2. (Darboux) Olkoon f(z) =
∑

n≥0 fnzn funktio siten, että jollakin
α ∈ R \ {0, 1, 2, . . .} on funktio g(z) = (1 − z)αf(z) analyyttinen kiekossa
B(0; 1 + η), η > 0. Olkoon g:llä pisteen z = 1 ympäristössä kehitelmä g(z) =
∑

k≥0

gk(1 − z)k. Tällöin on kaikilla m ≥ 0:
fn = [zn]

{
m∑

k=0

gk(1 − z)k−α

}

+ O (n−m−2+α)

=

m∑

k=0

gk

(
n − k − 1 + α

n

)

+ O (n−m−2+α)Todistus. Tarkastellaan �virhefunktiota�
h(z) = f(z) −

m∑

k=0

gk(1 − z)k−α =
∑

k≥m+1

gk(1 − z)k−α, |z| < 1.Tällöin on h(z) = (1 − z)m+1−α · h̃(z), missä funktio h̃(z) on analyyttinenkiekossa B(0; 1 + η). Voidaan osoittaa (ks. Wilf, �generatingfuntionology�, s.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 51179), että tässä tapauksessa on [zn]h(z) = O
(
n−(m+1−α)−1

)
= O (n−m−2+α) jasiten fn = [zn]

{
m∑

k=0

gk(1 − z)k−α

}

+ [zn] h(z) väitteen mukainen. 2Esimerkki: 2-säännollisistä verkoista (jatkoa).Sovelletaan Lausetta 7.2 funktioon f̂(z) =
e−

z
2
− z2

4

(1 − z)
1
2

valinnalla m = 2.Kehitetään funktio ĝ(z) = (1 − z)
1
2 · f̂(z) = e−

z
2
− z2

4 pisteessä z = 1:
ĝ(z) =

∑

n≥0

ĝ(n)(1)

n!
(−1)n(1 − z)n

= e−
3
4 + e−

3
4 (1 − z) +

e−
3
4

4
(1 − z)2 + . . .Lauseen 7.2 nojalla saadaan (m = 2):

f̂n =
fn

n!
= e−

3
4

(
n − 1

2

n

)

+ e−
3
4

(
n − 3

2

n

)

+
e−

3
4

4

(
n − 5

2

n

)

+ O
(
n−7/2

)
,mikä voidaan Stirlingin kaavan yms. avulla kirjoittaa myös muotoon

fn ≈ n! · e− 3
4√

nπ

{

1 − 5

8n
+

1

128n2
+ . . .

}

.

Lause 7.2 voidaan vahvistaa muotoon (ks. Bender, SIAM Review 1974):Lause 7.3. (Darboux-Szegö) Olkoon funktio f(z) =
∑

n≥0 fnz
n analyyttinenkiekossa B(0; r), r > 0, ja sen kehällä |z| = r funktiolla vain algebralliseterikoispisteet z1, . . . , zk joiden kertaluvut ovat α1, . . . , αk ∈ C \ {0, 1, 2, . . .}.Olkoot g1, . . . , gk luvun alussa kuvattuun tapaan erikoispisteet z1, . . . , zk �kor-jaamalla� saatavat, näissä pisteissä analyyttiset funktiot

gj(z) =

(

1 − z

zj

)αj

(f(z) − f̃(z)).Olkoon edelleen a = max{Re(αj) | j = 1, . . . , k}. Tällöin on
fn =

1

n

k∑

j=1

gj(zj)n
αj

Γ(αj)zn
j

+ o
(
r−nna−1

)
.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 527.3 Kokonaiset generoivat funktiotJos funktio f(z) =
∑

n≥0 fnz
n on kokonainen, voidaan (täytyy?) kertoimien fnarviointi perustaa suoraan Cauhyn integraalikaavaan (Lause 6.5 sivulla 42):
fn =

1

2πi

∮

γ

f(z)

zn+1
dz,missä γ on jokin origon positiivinen kierros.Olkoon esimerkiksi γ = positiivisesti suunnistettu ρ-säteinen ympyrä. Jos on

fn ≥ 0 ∀n (kuten usein kombinatorisissa sovelluksissa), niin
|z| = ρ ⇒ |f(z)| ≤

∑

n≥0

|fnz
n| =

∑

n≥0

fn| z|n = f(ρ)eli max
|z|=ρ

|f(z)| = f(ρ).Tässä tapauksessa saadaan siis arvio:
(⋆) fn ≤ 1

2π
·
(

max
|z|=ρ

∣
∣
∣
∣

f(z)

zn+1

∣
∣
∣
∣

)

· 2πρ

=
1

2π
· f(ρ)

ρn+1
· 2πρ =

f(ρ)

ρn
.Koska arvio (⋆) on voimassa kaikilla ρ > 0, voidaan yrittää valita paras täl-lainen, eli tiukimman ylärajan antava. Koska edelleen lim
ρ→0,∞

f(ρ)

ρn
= ∞, niinoptimaalinen ρ on jokin derivaatan D f(ρ)/ρn nollakohdista:

D f(ρ) · ρ−n = f ′(ρ) · ρ−n − nf(ρ)ρ−n−1

= ρ−n−1 · (ρf ′(ρ) − nf(ρ)) = 0

⇔ ρf ′(ρ)
f(ρ)

= n (⋆⋆).Huom: Ei haittaa, vaikka annetulla n yhtälöä (⋆⋆) ei pystyisikään ratkai-semaan tarkasti. Arvio (⋆) on voimassa kaikilla ρ > 0; kyse on vain arvionoptimoinnista.Esimerkki: Kertoman arviointi.Olkoon f(z) = ez =
∑

n≥1

1

n!
zn. Tällöin on

ρf ′(ρ)

f(ρ)
=

ρeρ

eρ
= ρ,



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 53joten valitsemalla annetulla n integrointikehä ρ = n saadaan seuraava arvio:
fn =

1

n!
≤ f(ρ)

ρn
=

en

nn
⇔ n! ≥

(n

e

)n

.

Em. menetelmän puute on, että integrointipolku on valittu niin jäykästi (ym-pyrä) ja funktion arvoa polulla yliarvioidaan reilusti. Huolellisemmin valinnoinvoidaan todistaa seuraava vahva tulos (ks. Wilf, �generatingfuntionology�, s.183):Lause 7.4. (W. Hayman 1956) Olkoon f(z) =
∑

n≥0 fnz
n �Hayman-kelpoinen�(ks. alla) funktio. Määritellään apufunktiot a(ρ) = ρf ′(ρ)/f(ρ) ja b(ρ) =

ρa′(ρ). Olkoon kullekin n ≥ 1 yhtälön a(ρ) = n positiivinen reaalijuuri ρn.Tällöin on
fn ∼ f(ρn)

ρn
n

· 1
√

2πb(ρn)
.Funktion Hayman-kelpoisuuden yleiset ehdot ovat mutkikkaat (ks. Wilf, ss.183�184), mutta esimerkiksi seuraavat riittävät ehdot on helppo testata:(i) funktiot muotoa eP (z), jossa P (z) 6= 0 on polynomi ja joilla lisäksi pätee

[zn]eP (z) > 0 melkein kaikilla n, ovat Hayman-kelpoisia;(ii) jos f ja g ovat Hayman-kelpoisia, niin myös fg ja ef ovat sitä;(iii) jos f on Hayman-kelpoinen ja P on polynomi, jonka korkeimman asteenkerroin on positiivinen, niin f +P , f ·P ja P (f) ovat Hayman-kelpoisia.Esimerkki: Stirlingin kaava.Funktioon f(z) = ez sovellettuna Lause 7.4 antaa arvion
fn =

1

n!
∼ en

nn
· 1√

2πn
,so.

n! ∼
√

2πn
(n

e

)n

.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 547.3.1 Satulapiste-estimointiHaymanin lauseen (7.4) todistus perustuu arvioitavan integraalin satulapiste-estimaattiin. Menetelmän idea voidaan yksinkertaisessa tapauksessa esittääseuraavasti:Olkoon arvioitavana integraali
I =

1

2πi

∮

γ

eh(z)dz,missä γ on mielivaltainen origon kiertävä, positiivisesti suunnattu ympyräpol-ku ja h(z) �tarvittavassa alueessa� analyyttinen funktio, jolla on ominaisuus
max
|z|=R

|h(z)| = h(R), ∀R > 0.(Voimassa esimerkiksi jos h(z) =
∑

n≥0

hnzn, jossa hn ≥ 0 ∀n ≥ 0.)Esimerkiksi Cauhyn kaavan mukaisessa generoivan funktion f(z) kertoimen
[zn] määrittävässä integraalissa on

(⋆) h(z) ≡ hn(z) = ln f(z) − (n + 1) ln z.Määritetään ensin integroimissäteelle R > 0 arvo, joka toteuttaa ehdot:
(⋆⋆) h′(R) = 0, h′′(R) > 0.Esimerkiksi kaavan (⋆) tapauksessa ehto (⋆⋆) saa muodon (vrt. sivun 52 tu-lokseen)

f ′(R)

f(R)
− (n + 1) · 1

R
= 0 ⇐⇒ R f ′(R)

f(R)
= n + 1.Oletetaan sitten (heuristisesti), että R-säteisellä ympyrällä γ = γR on funktion

eh(z) massa niin keskittynyt pisteen z = R ympäristöön, että jollakin pienelläkulmalla θ ovat voimassa molemmat approksimaatiot:(i) ∮
γ

eh(z)dz ≈
∫

γ[θ]

eh(z)dz ja(ii) eh(z) ≈ eh(R)+ 1
2
h′′(R)(z−R)2

︸ ︷︷ ︸huom h′(R)=0

, z ∈ γ[θ].
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θ

R

γ[θ]

γSiirrytäänkin nyt integroimaan pisteen R ympäristössä polun γ[θ] sijaan pitkinsuoraa z = R + it, ja oletetaan edelleen, että voimassa on approksimaatio(iii) ∫

γ[θ]

eh(z)dz ≈
R+iθR∫

R−iθR

eh(z)dz ≈
R+i∞∫

R−i∞

eh(z)dz.

R + it

R

θ

Jos oletukset (i) � (iii) ovat voimassa, saadaan integraalille I arvio
I = 1

2πi

∮

γ

eh(z)dz

≈ 1

2πi

∫

γ[θ]

eh(R)+ 1
2
h′′(R)(z−R)2dz

≈ 1
2π

∞∫

−∞

eh(R) · e 1
2
h′′(R)(it)2dt

=
eh(R)

2π

∞∫

−∞

e−
t2

2
h′′(R)dt

=
eh(R)

2π
·
√

2π

h′′(R)

=
eh(R)

√

2πh′′(R)
.Sovellettuna generoivan funktion f(z) kertoimen [zn] määrittämiseen tästä saa-daan arvio:

(⋆ ⋆ ⋆) [zn]f(z) ≈ eh(Rn)

√

2πh′′(Rn)
=

f(Rn)

Rn+1
n

· 1
√

2πh′′(Rn)
,
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h(R) = ln f(R) − (n + 1) lnR

h′(Rn) = 0 ⇐⇒ Rnf
′(Rn)

f(Rn)
= n + 1.Arvio (⋆⋆⋆) vastaa selvästi Haymanin kaavaa, olettaen että approksimointieh-dot (i) � (iii) täyttävät. Tässä tapauksessa nimittäin:

a(R) = Rf ′(R)
f(R)

= Rh′(R) + (n + 1)

= n + 1, kun R = Rn,

b(R) = Ra′(R)

= R(Rh′′(R) + h′(R))

= R2h′′(R) + Rh′(R)

= R2h′′(R) + (a(R) − (n + 1))

= R2h′′(R), kun R = Rn.7.4 IntegraalimuunnoksetIntegraalimuunnoksessa I[f ] annettu funktio f(t) �projisoidaan� sopivasti va-lituille kantafunktioille bs(t). Projektioita I[f ](s) = 〈f, bs〉 tarkastelemalla voi-daan saada paljon tietoa funktion f ominaisuuksista. Käänteismuunnos I−1[f̂ ]rekonstruoi funktion f projektioistaan.� Laplae-muunnos: kantafunktiot muotoa bs(t) = e−st,
L[f ](s) =

∫ ∞

0

f(t) · e−stdt� Fourier-muunnos: kantafunktiot muotoa bω(t) = e−iωt,
F [f ](ω) =

∫ ∞

−∞
f(t) · e−iωtdt� Mellin-muunnos: kantafunktiot muotoa bp(t) = tp−1,

M[f ](p) =

∫ ∞

0

f(t) · tp−1dtKaikki integraalimuunnokset ovat lineaarisia:
I[αf + βg] = αI[f ] + βI[g].



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 57Itse asiassa kaikki kolme em. integraalimuunnosta ovat läheistä sukua toisil-leen. Jos esimerkiksi määritellään vielä 2-puoleinen Laplae-muunnos:
L±[f ](s) =

∞∫

−∞

f(t) · e−stdt,niin on F [f ](ω) = L±[f ](iω). Samoin voidaan Mellin-muunnos M[f ] esittääfunktion g(t) = f(e−t) 2-puoleisen Laplae-muunnoksen avulla:
L±[g](p) =

∞∫

−∞
g(t)e−ptdt =

∞∫

−∞
f(e−t)e−ptdt

=
0∫

∞
f(x)xp

(
−dx

x

)
=

∞∫

0

f(x)xp−1dx = M[f ](p),jossa tehty muuttujan vaihto x = e−t ja siten dx = −e−t dt = −x dt.7.4.1 KantafunktiokehitelmätErityisesti integraalimuunnokset helpottavat annetun funktion �kantafunktio-kehitelmän� määrittämistä. Esimerkiksi jos f(t) = eλt, jossa λ ∈ C, niin
L[eλt](s) =

∞∫

0

eλte−stdt =
∞∫

0

e(λ−s)tdt

= 1
λ−s

/∞

0

e(λ−s)t = 1
λ−s

(0 − 1) = 1
s−λ

,kun Re(λ) < Re(s). L-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on siten yleisestikinvoimassa, että jos f(t) =
∑n

i=1 aie
λit, niin

L[f ](s) =
n∑

i=1

ai

s − λi

,eli funktion f eksponentiaalisia �kertalukuja� vastaavat funktion L[f ] navat,vieläpä niin että funktion L[f ] residy tietyssä navassa on vastaavan f :n eks-ponentiaalisen kertaluvun painokerroin.Vastaavasti on Mellin-muunnoksella �melkein� voimassa M[tλ](p) = 1
p+λ

. On-gelmana on, että integraali
f̂(p) =

∞∫

0

f(t)tp−1dtsuppenee, jos ja vain jos pätee sekä f(t) · tp−1 = o (t−1) kun t → 0, että
f(t) · tp−1 = o (t−1) kun t → ∞, eli

{

f(t) = o (t−p) , t → 0

f(t) = o (t−p) , t → ∞.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 58Tarkasteltavan funktion f täytyy siis toteuttaa ehdot
{

f(t) = o (t−α) , t → 0

f(t) = o
(
t−β
)
, t → ∞joillakin α, β ∈ R siten, että α < β. Muunnos M[f ](p) on tällöin määritelty�nauhassa� α < Re(p) < β.Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).Olkoon f(t) = δ(t) · tλ, jossa δ(t) =

{

1, 0 ≤ x ≤ 1

0, muuten.Tällöin on:
M[f ](p) =

∞∫

0

δ(t) · tλ · tp−1dt

=

1∫

0

tλ+p−1dt

= 1
p+λ

, kun − λ < Re(p) < ∞.

M-muunnoksen lineaarisuuden nojalla on voimassa, että jos asymptoottisestikun t → 0 pätee
f(t) =

∞∑

i=1

ait
λi , λ1 < λ2 < . . .ja asymptoottisesti kun t → ∞ pätee f(t) = O

(
tβ
)
, β < λ1, niin1

M[f ](p) ≈
∞∑

i=1

ai

p + λi
, −λ1 < Re(p) < −β.Erityisesti jos funktiolla f on origon ympäristössä potenssisarjaesitys f(t) =

∑

k≥0 fkt
k, niin sen kertoimet periaatteessa saadaan muunnoksen

M[f ](p) =
∑

k≥0

fk

p + kresidyistä navoissa p = 0,−1,−2, . . .1Tarkkaan ottaen M[f ](p) on meromor�funktio, jonka residy navassa p = −λi on ai.Siten esitetty kehitelmä on tarkka vain napojen p = −λi ympäristössä.



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 59Esimerkki: (Edellisen tuloksen sovellus).Olkoon f(t) = e−t. Tällöin on
M[e−t](p) =

∞∫

0

e−ttp−1dt = Γ(p) (= �(p − 1)!�).Koska origon ympäristössä on e−t =
∑

k≥0
(−1)k

k!
tk, ja lisäksi e−t = o (t−α)

∀α > 0 kun t → 0 sekä e−t = o
(
t−β
)
∀β > 0 kun t → ∞, saadaan Γ-funktiolle�meromor�kehitelmä�

Γ(p) = M[e−t](p) =
∑

k≥0
(−1)k

k!
M[tk](p)

=
∑

k≥0

(−1)k

k!
· 1

p + k
,joka on voimassa kun Re(p) > 0.7.4.2 Mellin-muunnoksen kaavojaMellin-muunnoksen inversiokaava voidaan johtaa Laplae- (tai Fourier-) muun-noksen vastaavasta:Olkoon f̂ = M[f ] ja c ∈ R jokin funktion f̂ analyyttisyysnauhan piste. Tällöinon

(⋆) f(t) = 1
2πi

c+i∞∫

c−i∞

f̂(p)t−pdp ,

∫

(c)

f̂(p)t−pdp.Integraali (⋆) voidaan usein laskea f̂ :n residyistä täydentämällä integrointipol-ku silmukaksi joko vasempaan tai oikeaan puolitasoon.Ns. Mellinin summakaavat perustuvat inversiokaavaan (⋆) ja M-muunnoksenskaalauslakiin:
(⋆⋆) jos M[f(t)] = f̂(p), niin M[f(at)] = a−pf̂(p).Mellinin summakaavat(i) inversiokaavan ja lineaarisuuden nojalla: jos M[f(t)] = f̂(p), niin

∑

k≥1

f(k) =

∫

(c)

f̂(p)
∑

k≥1

k−p dp =

∫

(c)

f̂(p)ζ(p) dp;



LUKU 7. ASYMPTOOTTISET MENETELMÄT 60(ii) lisäksi skaalauksen nojalla: jos M[f(t)] = f̂(p), niin
M
[
∑

k≥1

λkf(ak)

]

= f̂(p)
∑

k≥1

λka
−p
k ,joten∑

k≥1

λkf(ak) =

∫

(c)

f̂(p)

(
∑

k≥1

λka
−p
k

)

dp.Esimerkki: Summakaavan sovellus.Summa S =
∑

n≥1
(−1)n

n2 . Summattavat termit on ensin täydennettävä R-funktioiksi, esimerkiksi f(t) = cos πt
t2

.Suoritetaan Mellin-muunnos (integraali laskettu Maple-ohjelmistolla):
f̂(p) =

∞∫

0

cos πt

t2
· tp−1dt =

∞∫

0

cos πt · tp−3dt

= cos
(

p−2
2

· π
)
· Γ(p − 2)

πp−2
(2 < Re(p) < 3).Summakaavaa soveltaen:

S = −
∫

(c)

cos
pπ

2
· Γ(p − 2)

πp−2
· ζ(p) dp (2 < c = Re(p) < 3)

= −
∫

(c)

π2Γ(p − 2)

Γ(p)
· 2p−1ζ(1 − p) dp

= −π2

2

∫

(c)

2p

(p − 1)(p − 2)
ζ(1 − p) dp

= −π2

2

∑

p=0,1,2

Res
p

= −π2

2

( 20

(−1)(−2)
Res
p=0

ζ(1 − p) +
21

(1 − 2)
ζ(0) +

22

(2 − 1)
ζ(−1)

)

= −π2

2

(
1
2
· (−1) − 2 ·

(
−1

2

)
+ 4 ·

(
− 1

12

))
= −π2

2

(
−1

2
+ 1 − 1

3

)
= −π2

12Laskussa on hyödynnetty sitä, että ζ-funktiolle pätee (Riemann)
ζ(p)

ζ(1 − p)
=

πp · 2p−1

Γ(p) cos πp
2

,josta saadaan edelleen
ζ(p) cos

pπ

2
= ζ(1 − p)πp · 2p−1

Γ(p)
,sekä lisäksi sitä tietoa, että funktiolla ζ(1 − p) on yksinkertainen napa p = 0,jossa sen residy on −1.



Luku 8
Sovelluksia
Esimerkki: Korkeusrajoitetut puut.Merkitään t

(h)
n :llä n-solmuisten, enintään h:n korkuisten (juurrettujen, järjes-tettyjen, nimeämättömien) puiden lukumäärää. Perheelle voidaan kirjoittaatekijöinti T (h+1) ∼−→ {•} ×

(
T (h)

)∗; määritellään erikseen T (0) ∼−→ {•}. Per-heen tavalliselle generoivalle funktiolle pätee siis t(h+1)(z) = z
(
1 − t(h)(z)

)−1ja t(0)(z) = z. Näistä voidaan muodostaa seuraava rekursioyhtälö:
{

th+1 = z
1−th

t0 = z

z 6= 1

⇐⇒

{

th+1 − th+1th = z

t0 = zKoetetaan linearisoida muuttujanvaihdolla th = ah/bh:
ah+1

bh+1

− ah+1

bh+1

· ah

bh

= z

⇔ ah+1

ah+2
− ah

ah+2
= z, jos valitaan bh = ah+1

⇔ ah+1 − ah = zah+2Laskujen kannalta yksinkertaisemmaksi osoittautuu muuttujanvaihto th = z(ah+1/ah+2);tällöin saadaan linearisoitu yhtälö
{

ah+1 − zah = ah+2 ⇐⇒ ah+2 − ah+1 + zah = 0

a0 = 0, a1 = 1Tämä voidaan ratkaista joko generoivan funktion tai �karakteristisen polyno-min� tekniikalla:
(⋆) q2 − q + z = 0 ⇔ q = 1

2
± 1

2

√
1 − 4z.61



LUKU 8. SOVELLUKSIA 62Merkitään q1 ∼ + ja q2 ∼ −.
∴ ah = c1q

h
1 + c2q

h
2 . Ratkaistaan vakiot c1 ja c2:

{

a0 = c1 + c2 = 0

a1 = c1
2
(1 +

√
1 − 4z) + c2

2
(1 −

√
1 − 4z) = c1−c2

2

√
1 − 4z = 1

⇒ c1 = 1√
1−4z

, c2 = − 1√
1−4z

⇒ ah = 1√
1−4z

((
1+

√
1−4z
2

)h

−
(

1−
√

1−4z
2

)h
)

∴ th(z) = z · ah+1(z)

ah+2(z)
= z · qh+1

1 − qh+1
2

qh+2
1 − qh+2

2

=
z

q1

·
1 −

(
q2

q1

)h+1

1 −
(

q2

q1

)h+2

=
z

q1
· 1 − ρh+1

1 − ρh+2
, ρ =

q2

q1
=

1 −
√

1 − 4z

1 +
√

1 − 4z
.Funktiolla th(z) on erikoispisteet

ρh+2(z) = 1 ⇐⇒ ρ(z) = e
2πi
h+2

·k, k = 0, 1, . . . , h + 1.Näistä lähinnä origoa on yksikäsitteisesti piste ρ(z0) = 1 ⇐⇒ z0 = 1
4
, muttatämä on poistuva erikoispiste, jossa

lim
z→z0

th(z) =
1

2
· h + 1

h + 2
.Muut erikoispisteet saadaan ratkaisemalla yhtälöt

ρ(zk) = ωk, k = 1, 2, . . . , h + 1,missä pisteet ωk = e
2πi
h+2

·k ovat kompleksisia (h + 2):nsia yksikköjuuria. Laske-taan:
ρ(z) =

1 −
√

1 − 4z

1 +
√

1 − 4z
= ω

⇐⇒
√

1 − 4z =
1 − ω

1 + ω

⇐⇒ z =
1

4

(

1 −
(

1 − ω

1 + ω

)2
)

=
ω

(1 + ω)2
=

ω

1 + ω2 + 2ω
=

1
1
ω

+ ω + 2

=
1

ω∗ + ω + 2
(kun ω on yksikköjuuri)

=
1

2Re(ω) + 2
.



LUKU 8. SOVELLUKSIA 63Muutkin erikoispisteet zk ovat siten reaalisia, muotoa
zk =

1

2
· 1

1 + cos ϕk

, missä ϕk =
2π

h + 2
· k, k = 1, 2, . . . , h + 1.Näistä on origoa lähinnä piste

z1 = zh+1 =
1

2
· 1

1 + cos ϕ1

, missä ϕ1 =
2π

h + 2
.Koska funktio ρh+2(z) on analyyttinen pisteessä z1, sillä on z1:n ympäristössäTaylor-kehitelmä:

ρh+2(z) = ρh+2(z1) + (z − z1) · Dρh+2(z1) + O((z − z1)
2)

= 1 + (z − z1) · Dρh+2(z1) + O((z − z1)
2).Näin ollen funktio

(z − z1) ·
1

1 − ρh+2(z)
=

1

−Dρh+2(z1) + O(z − z1)on analyyttinen pisteessä z = z1, mikäli Dρh+2(z1) 6= 0, ja siis piste z1 onfunktion th(z) yksinkertainen napa. (Navan z1 = zh+1 �multiplisiteetti� on kui-tenkin 2, koska siinä on sattumoisin kaksi origosta samalla etäisyydellä olevaanapaa degeneroitunut yhdeksi. Tämä täytyy ottaa huomioon, kun myöhemminsovelletaan Lausetta 7.1 kertoimien t
(h)
n arviointiin.)Vastaavan residyn arvoksi saadaan:

Res
z=z1

th(z) =
z1

q1(z1)
·
(
1 − ρh+1(z1)

)
· Res

z=z1

1

1 − ρh+2(z1)

=
z1

q1(z1)
·
(
1 − ρh+1(z1)

)
·
(

− 1

Dρh+2(z1)

)

.Lasketaan viimeisessä tekijässä esiintyvä derivaatta:
Dρh+2(z) = (h + 2) · ρh+1(z) · ρ′(z)

= (h + 2) · ρh+1(z) · 4√
1 − 4z · (1 +

√
1 − 4z)2

=
4(h + 2)√

1 − 4z
· 1

q1(z)2
· ρh+1(z).Kaikkiaan saadaan siis residylle arvo:

Res
z=z1

th(z) =
z1

q1(z1)
·
(
1 − ρh+1(z1)

)
·
(

−
√

1 − 4z1

4(h + 2)
· q1(z1)

2 · 1

ρh+1(z1)

)

= − 1

4(h + 2)
· z1q1(z1)

√
1 − 4z1 ·

(
1

ρh+1(z1)
− 1

)

= − 1

4(h + 2)
· z1q1(z1)

√
1 − 4z1 · (ρ(z1) − 1) ,



LUKU 8. SOVELLUKSIA 64ja tästä edelleen Lauseen 7.1 nojalla kertoimille t
(h)
n arvio:

t(h)
n ∼ c1 · (

1

z1
)n + ch+1 · (

1

zh+1
)n

= 2c · ( 1

z1
)n,missä

z1 =
1

2
· 1

1 + cos ϕ1
,

ϕ1 =
2π

h + 2
,

c =
1

4(h + 2)
· (1 +

√
1 − 4z1)(

√
1 − 4z1) ·

(
1 −√

1 − 4z1

1 +
√

1 − 4z1

− 1

)

=
4z1 − 1

2(h + 2)

=
1

2(h + 2)
· 1 − cos ϕ1

1 + cos ϕ1

.Kaikkiaan saadaan siis arvio:
t(h)
n ∼ 1

h + 2
· 1 − cos ϕ1

1 + cos ϕ1
· (2 + 2 cosϕ1)

n.Esimerkki: Pre�ksipuiden tilantarve.Pre�ksipuu eli trie on tietorakenne, jossa talletettavien merkkijonojen yhteisetalkuosat sijoitetaan samoihin solmuihin. Esimerkiksi jonot TILA, TIIVIS jaTRIE talletettaisiin seuraavasti: I IEIVISLART
Pre�ksipuun käyttö tehostaa hakuja jne. Tarkastellaan tässä kuitenkin vainkysymystä montako (sisä-)solmua odotusarvoisesti tulee n:n (tasaisesti jakau-tuneen) satunnaisen l -bittisen binäärijonon muodostamaan pre�ksipuuhun:Merkitään annettua binäärijonojoukkoa t vastaavalle pre�ksipuulle sen vasen-ta alipuuta (�0-alipuuta�) t0:lla ja oikeaa alipuuta (�1-alipuuta�) t1:llä. Kumpi-kin voi olla tyhjä. Epätriviaalin pre�ksipuun sisäsolmujen määrä voidaan nytlaskea kaavasta:

s[t] = s[t0] + s[t1] + 1

(⋆) = U [t1]s[t0] + U [t0]s[t1] + 1,



LUKU 8. SOVELLUKSIA 65missä U [t] ≡ 1 on tuonnempana (⋆⋆) ilmenevästä syystä lisätty �tekninen�apumuuttuja.Merkitään sitten sn = E(s[t] | sisältää n jonoa) ja tämän eksponentiaalistageneroivaa funktiota ŝ(z) =
∑

n≥0

sn · zn

n!
.Jos puuhun t talletetut n jonoa ovat tasajakauman mukaan satunnaisia, niintodennäköisyys sille, että puu t0 sisältää k jonoa ja puu t1 sisältää n− k jonoaon

pn,k =

(
n

k

)

· 1

2n
.Tämä vastaa n:n toiston toistokoetta, jossa yhden toiston �onnistumistoden-näköisyys� on P (�jonon 1. bitti on 0�)= 1

2
.Jos yleisesti u, v, w ovat joitain puihin liittyviä satunnaismuuttujia ja û, v̂, ŵniiden em. tapaan määritellyt odotusarvojen egf:t, niin(i) u[t] = v[t] + w[t] ⇒ û(z) = v̂(z) + ŵ(z)(ii) u[t] = v[t0] · w[t1] ⇒ û(z) = v̂(z/2) · ŵ(z/2)Todistus. (i) seuraa odotusarvon lineaarisuudesta, (ii):lle pätee

un =

n∑

k=0

(
n

k

)

· 1

2n
· vk · wn−k

= n!
n∑

k=0

vk

k!
·
(

1

2k

)
wn−k

(n − k)!
·
(

1

2n−k

)

=⇒ un

n!
zn =

n∑

k=0

vk

k!
·
(z

2

)k wn−k

(n − k)!
·
(z

2

)n−k

2Kaavan (⋆) nojalla voidaan nyt muodostaa egf-yhtälö (huom: û(z) = ez):
(⋆⋆) ŝ(z) = 2ez/2ŝ

(
z
2

)
+ ez −1 − z

︸ ︷︷ ︸

s0=s1=0

.Tämä voidaan iteroida auki summaksi:
ŝ(z) =

∑

k≥0

2k
(

ez −
(

1 +
z

2k

)

e(1− 1

2k )z
)ja ratkaista edelleen kertoimet:

sn =
∑

k≥0

2k

(

1 −
(

1 − 1

2k

)n

− n

2k

(

1 − 1

2k

)n−1
)

.



LUKU 8. SOVELLUKSIA 66Kertoimien asymptotiikan määrittämiseksi sovelletaan approksimaatiota
(1 − a)n ≈ e−an (voimassaolo pitäisi tarkastaa)ja määritellään funktio

σ(x) =
∑

k≥0

2k
(

1 − e−
x

2k

(

1 +
x

2k

))approksimaatioksi sn ≈ σ(n). (Voidaan osoittaa, että sn = σ(n) + o(
√

n).)Funktio σ on Mellinin summakaavalle (s. 59, (ii)) soveltuvaa muotoa σ(x) =
∑

k λkf(akx), joten sen Mellin-muunnos on
M[σ](p) = M[f ](p) ·

∑

k≥0

2k ·
(

1

2k

)−p

︸ ︷︷ ︸

2(p+1)k

=
−(p + 1)Γ(p)

1 − 2p+1
,missä funktion f(x) = 1 − e−x(1 + x) Mellin-muunnos on

M[f ](p) =

∞∫

0

(
1 − e−x(1 + x)

)
xp−1dx = −(p + 1)Γ(p).Muunnos on analyyttinen, kun −2 < Re(p) < −1.Funktion σ∗ = M[σ] navat analyyttisyysalueen oikealla puolelle kuvaavatfunktion σ(x) asymptoottista käyttäytymistä kun x → ∞. Navat ovat pis-teissä p = 0 (funktiosta Γ(p)) ja pk = −1 + (2πi/ ln 2) · k, k ∈ Z (nimittäjästä

1 − 2p+1). Lasketaan residyt:
Res
p=0

σ∗(p) = lim
p→0

(

− p + 1

1 − 2p+1

)

· Res
p=0

Γ(p) = 1 · 1 = 1

Res
p=−1

σ∗(p) = lim
p→−1

(p + 1) · −(p + 1)Γ(p)

1 − 2p+1

= lim
p→−1

p + 1

1 − e(p+1) ln 2
·
(
−(p + 1) · (−1)1

1!
· 1

p + 1
︸ ︷︷ ︸

1

)

= lim
p→−1

p + 1

1 − e(p+1) ln 2

= lim
p→−1

1

− ln 2e(p+1) ln 2
(L'Hospital)

= − 1
ln 2

Res
p=pk

σ∗(p) = . . . = − 1
ln 2

?



LUKU 8. SOVELLUKSIA 67Mellin-muunnoksen ominaisuuksista seuraa, että jos funktiolla σ(x) on asymp-toottinen kehitelmä σ(x) ∼∑n
k=1 akx

λk , kun x → ∞, niin sen Mellin-muunnok-sella σ∗(p) on analyyttisyysalueen oikealla puolella navat −λ1, . . . ,−λk ja niis-sä residyt −a1, . . . ,−ak (ja kääntäen). Edellisen nojalla voidaan siis päätellä,että satunnaisen n binäärijonon pre�ksipuun sisäsolmujen määrä on asymp-toottisesti
sn ∼ σ(n) ∼ n · 1

ln 2
(1 + Q(log2 n)),missä Q(t) on eräs jaksollinen funktio, jaksona 1, |Q(t)| ≤ 1 ∀t ja

n−pk = n · nk·(2πi)/ ln 2 = n · e2πi·log2 n·k = n · (1 + Qk(log2 n)).
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