MAT349 Kombinatoriikka, kevit 2001
Harjoitus 8, 15.3.

1. Luennolla todettiin, ettii sekoituspermutaatioiden (engl. derangements) luokan egf on d(z) =
e ?/(1 — z). Johda téstd yksinkertainen rekursiokaava n alkion sekoitusten méirille. Keksitko
kaavalle myos kombinatorisen tulkinnan?

2. Involuutio on permutaatio, joka on oma kiinteiskuvauksensa. (Syklihajotelmaa ajatellen tama
tarkoittaa siis sitd, ettd permutaatiossa on vain yhden ja kahden pituisia sykleji.) Muodosta
involuutioiden luokan egf ja johda téstd yksinkertainen rekursiokaava n alkion involuutioiden
médrille.

3. Olkoon h(z) =3, ~,, hnz™, missa h,, # 0, formaali Laurent-sarja. Todista seuraavat tulokset:

(a) Res(h'(z)) = 0;
(b) Res(h'(2)/h(z)) = m.

4. Luennolla todettiin, etté juurrettujen jirjestimittomien nimettyjen puiden egf £(z) toteuttaa
yhtilon £(z) = zet(®) . Osoita timin yhtdlon perusteella oikeaksi Cayleyn tulos, jonka mukaan
n-solmuisia nimettyjd puita on kaikkiaan n™ 2 kappaletta. (Sama tulos on aiemmin todistettu
Johd. Diskr. Mat. -kurssilla puiden ns. Priifer-koodausta kiyttéden.)

5. Johda n-solmuisten nimedméttémien juurrettujen jarjestettyjen puiden ja n-solmuisten bindari-
puiden (juurretut jarjestetyt puut, joiden jokaisella solmulla on 0 tai 2 jilkeldistd) lukumairia
kuvaavat lausekkeet suoraan vastaavien tgf-konstruktioiden ja Lagrangen inversiokaavan avulla.

6. Kayttamalld yhden sijaan useampaa muuttujaa voidaan generoivilla funktioilla pitda kirjaa tar-
kasteltavien olioiden useammasta ominaisuudesta samanaikaisesti. Liittyk6on esim. kuhunkin
olioon ¢ € S kaksi painolukua u(o) ja v(c). Talloin maaritellddn perheen S kahden muuttujan
tavallinen ja eksponentiaalinen generoiva funktio luonnollisesti:
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Osoita, etta n alkion osituksia k epatyhjidan luokkaan kuvaava kahden muuttujan eksponentiaa-
linen generoiva funktio on:

Z{Z} Z—Tyk—l: = exp{y(e” - 1)},

n,k

ja n alkion perusjoukon k-syklisid permutaatioita kuvaava kahden muuttujan eksponentiaalinen
generoiva funktio on:
Z n ﬁ ﬁ _ e 1 1
klnlel = PRI
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(Sarjojen kertoimia {Z} ja [Z] sanotaan toisen ja ensimmdisen lajin Stirlingin luvuiksi.)

7. [Vaikea?] Osoita, ettd Lagrangen inversiokaava voidaan vahvistaa seuraavaan muotoon. Olkoot
u(t) ja ¢(u) formaaleja potenssisarjoja, joilla on voimassa ¢(0) = ¢o # 0 ja u(t) = to(u(t)).
Olkoon edelleen f(u) mielivaltainen formaali potenssisarja. T#ll6in on kaikilla n > 1:

[t"]{f (u(®))} = %[un_l]{f'(U)di(U)"}-



