MAT349 Kombinatoriikka, kevit 2001
Harjoitus 7, 8.3.

1. Olkoon F(X) = 3", anX" formaali potenssisarja. Todista seuraavat tulokset:

(a) F' =0, jos ja vain jos F = ap = vakio;
(b) F' = F, jos ja vain jos F = ag - Exp(X).

2. Todista, ettd jos a = (a), b = (b,) ja ¢ = {c,) ovat (kompleksisia) lukujonoja, missi ¢, =
> ieo (#)akbn_k, niin jonojen eksponentiaalisten generoivien funktioiden kesken on voimassa

suhde é(z) = a(2)b(2).

3. Osoita, ettd Bellin luvut b,, missd b, = n-alkioisen perusjoukon ositusten mairi, toteuttavat

rekursioyhtdlon
n

n
bnt1 = Z (k)bk’ bo = 1.

k=0

Johda téiman perusteella jonon b = (b,) eksponentiaalinen generoiva funktio b(z). ( Vihje: Derivoi
jonon egf-sarja ja ratkaise syntyvé differentiaaliyhtald.)

4. Palautetaan mieliin, ettd (2. lajin) Stirlingin luvut {Z} toteuttavat rekursioyhtalon

=" man oo {fh-1

Johda t&mén perusteella tavallinen generoiva funktio jonolle jonon s = (s,,), missé s, = {} } (so.
Stirlingin luvut annetulla kiintelld k:n arvolla). Saatko purettua em. generoivasta funktiosta
eksplisiittiset lausekkeet sen kertoimina esiintyville luvuille {} }?

5. Médritellddn kombinatoristen perheiden vélinen “multipotenssikonstruktio” C' = M(A) seuraa-
vasti. Perheen C' muodostavat kaikki A:sta valitut “multijoukot” {ai',..., "}, missd kukin
a; € A ja yldindeksi j; merkitsee alkion «a; kertalukua multijoukossaan. Perheen C' olioiden
painofunktio méaritellasn:

'IUC({O[{I, R aik ) = jlwA(al) + 4+ jkwA(ak)-
Osoita, ettd tdmé konstruktio on tgf-kelpoinen, ja ettd sitd vastaava tgf-operaattori on

o(z) = expla(z) + %a(zz) + %a(z3) Y

6. Sovella kombinatoristen konstruktioiden tekniikkaa (“operaattorimenetelmi”) seuraavien taval-
listen generoivien funktioiden muodostamiseen:

(a) Annetun m-alkioisen perusjoukon n-alkioisten osajoukkojen méérd potenssikonstruktiota
kiyttaen.

(b) Annetun m-alkioisen perusjoukon n-alkioisten “multiosajoukkojen” (toisteisten mn-
valintojen) maéra edellisen tehtdvin multipotenssikonstruktiota kiiyttaen.

7. Tarkastellaan n identtisen pallon sijoitteluja k toisistaan erottuvaan lokeroon, so. luvun n jar-
jestettyja k-kompositioita n = ny + - - - + ng. Ma&ritd n:n k-kompositioiden tgf annetulla &, seki
sellaisten k-kompositioiden lukumadrét, joissa: (a) n; > 4 kaikilla ¢ = 1,...,k, (b) n ja kaikki
ni:t ovat parillisia, (c) kaikki n;:t ovat parittomia.



