MAT349 Kombinatoriikka, kevat 2001
Harjoitus 4, 15.2.

1. Todista, ettd diedriryhmé Ds ja syklinen ryhmé C4 ovat isomorfiaa vaille ainoat neljan
alkion ryhmét. Myds kuusialkioisia ryhmié on vain kaksi erilaista: mitkd ne ovat (nimi
ja kertotaulu)? Karakterisoi kaikki ryhmét I", joiden kertaluku on 1 < |T'| < 7.

2. Todista ns. Cayleyn lause: jokainen (#irellinen) ryhmé on isomorfinen jonkin (&érellisen
perusjoukon) permutaatioryhmén kanssa. (Vihje: Tarkastele ryhmén (T, -) alkioiden g
omassa perusjoukossaan I' indusoimia permutaatioita.)

3. Osoita, ettd jos m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja, joilla syt(m,n) = 1, niin
Cm X Cp = Cpp. (Vihje: Etsi sopiva virittdjaalkio tuloryhmélle C,, x Cy.) Todista
tdmén tuloksen avulla ns. kiinalainen jadnnéslause: jos syt(m,n) = 1, niin jokaisella
kongruenssiparilla z = a (mod m), z = b (mod n), on joukossa {0,...,mn — 1} yksiki-
sitteisesti médratty ratkaisu x.

4. Montako “oleellisesti erilaista” pelitilannetta on 3 x 3-ristinollassa kolmen puolisiirron
(2*¥X, 1*0) jélkeen? Pelitilanteet ovat “oleellisesti samanlaiset”, jos ne voidaan muuntaa
toisikseen pelilaudan kierroilla tai peilauksilla.

5. Monellako oleellisesti erilaisella tavalla voidaan oheisen verkon solmut varittda “sinisiksi”
ja “punaisiksi”? (Varitykset ovat oleellisesti samanlaiset, jos jokin verkon automorfismi
samaistaa ne.)

6. Todista seuraava painotettu versio “Burnsiden lemmasta” Olkoon I' dérellinen ryhm4,
joka toimii darellisessd joukossa X. Olkoot I':n méaardaméat radat X:ssé 64,...,0;. Lii-
tetddn kuhunkin rataan 6 “paino” w(f), joka on myos sama kaikilla radan 6 alkioilla
z € X (so. jos 'z = 6, niin w(z) = w(P)). Talléin on:
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