MAT349 Kombinatoriikka, kevat 2001
Harjoitus 10, 29.3.

1. Merkitdén p(n):114 tavallista lukuteoreettista Mobius-funktiota ja d(n):114 luvun n teki-
joiden lukumédrdd. Madritd summien 3 g, p(d) ja 34, p(d)d(n/d) arvot.

2. Osoita, ettd Eulerin funktion ¢(n) Dirichlet'n generoiva funktio on ((s—1)/¢(s). Minka
funktioiden Dgf:ia ovat ((s — «) ja ('(s)?

3. Merkitdén o(n) = luvun n tekijoiden summa. Osoita, ettd o(n) on multiplikatiivinen.
Mééritd summan 3 g, p(d)o(n/d) arvo. Osoita, ettd funktion o(n) Dgf on ((s)((s —1).

4. Todista, lahtien yleisestd dérellisen hilan L = (L, <) Mobius-funktion pr,(a, 8) mééri-
telmésté, seuraavat tulokset:

(a) Ajrellisen perusjoukon X potenssijoukkohilassa (P(X),C) on:

| (=1)!BI=AI kun A C B,
w4, B) = { 0, muuten.

(b) Luonnollisen luvun n > 1 tekijéhilassa ({d : d|n}, |) on:

(d,e) = (—1)%, kun & =p1-- Pk, miss py,...,pg eri alkulukuja,
g, €)= 0, muuten.

5. Todista Mobius-inversiota kiyttden seuraava yleinen binomisummien inversioperiaate:
mille tahansa lukujonoille (ay), (b,) on voimassa:

jos ap = zn: (Z’) by, niin  (—1)"b, = Xn:(—nk (Z)ak

k=0

Johda edelleen tdman periaatteen sovelluksena summakaava: jos r > n, niin:

Rer(UE) = o)

i n\(n+k n
s - o

k=0

erityisesti siis:

6. Johda Mobius-funktio enintdén n-bittisten bindérijonojen alkuosajirjestykselle <, jossa
siisa < B, a, € {0,1}=", jos ja vain jos f = aw, w € {0,1}=<".



